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Передмова

Навчальний матерiал посiбника подано на сучасному i водночас до-
ступному для студентiв рiвнi. Спосiб подання навчального матерiалу де-
що вiдмiнний вiд традицiйного для навчальної лiтератури. Так, з поня-
ттям первiсної функцiї пов’язане не тiльки поняття невизначеного iнте-
грала, а й поняття iнтеграла Ньютона – Лейбнiца, або NL-iнтеграла, яке
фактично введено засновниками диференцiального та iнтегрального чи-
слення I. Ньютоном та Г. Лейбнiцом. Це поняття особливо корисне для
вчителiв математики, оскiльки його означення i доведення властивостей
значно простiшi, нiж для традицiйного визначеного iнтеграла. Тому по-
чатки iнтегрального числення у школi можна вивчати на основi поняття
iнтеграла Ньютона – Лейбнiца. У зв’язку з цим перший роздiл посiбника
присвячено NL-iнтегралу та невизначеному iнтегралу, хоча на практицi
скрiзь, де використовують невизначений iнтеграл, можна обiйтися NL-
iнтегралом.

Другий роздiл посiбника присвячено визначеному iнтегралу, або iн-
тегралу Рiмана (R-iнтегралу).

У третьому роздiлi посiбника розглянуто геометричнi застосування
iнтегрального числення.

У посiбнику досить широко використовується логiчна символiка та
деякi iншi скорочення, змiст яких розкривається у наступнiй таблицi.

Символ Якi слова замiнює даний символ
∀ “для будь-якогo”, “для кожного”, “для всiх” тощо
∃ “iснує”, “знайдеться” тощо
∃! “iснує єдиний”, “знайдеться єдиний” тощо
: “такий, що”, “тих, кожен з яких”, “а саме” тощо

:=, =: “дорiвнює за означенням”, “надається значення” тощо
=⇒ “випливає”, “якщо ..., то” тощо
⇐⇒ “тодi й тiльки тодi”, “необхiдно й достатньо” тощо
� “Початок мiркувань”
� “Кiнець мiркувань”
N Множина натуральних чисел
Z Множина цiлих чисел
Q Множина рацiональних чисел
R Множина дiйсних чисел
C Множина комплексних чисел

m,n Цiлочисельний вiдрiзок: {x ∈ Z: m 6 x 6 n}
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1. IНТЕГРАЛ НЬЮТОНА –
ЛЕЙБНIЦА I НЕВИЗНАЧЕНИЙ
IНТЕГРАЛ

1.1. Поняття первiсної, iнтеграла Ньютона – Лейбнiца
та невизначеного iнтеграла

1.1.1. Поняття первiсної. Поняття похiдної функцiї f дозволяє ви-
значати такi властивостi цiєї функцiї, як монотоннiсть, точки екстремуму,
опуклiсть та iншi. За допомогою похiдної можна визначати швидкiсть ру-
ху матерiальної точки, якщо вiдомий закон її руху, знаходити дотичну до
графiка функцiї та розв’язувати багато iнших практичних задач.

Разом з тим на практицi досить часто зустрiчаються задачi, в яких вi-
домими є властивостi функцiї, а потрiбно знайти саму функцiю. Напри-
клад, за вiдомою в довiльний момент часу швидкiстю руху матерiальної
точки потрiбно знайти закон її руху, за вiдомою дотичною до графiка
функцiї в довiльнiй його точцi потрiбно знайти саму функцiю i т. iн. У
загальному виглядi такi задачi зводяться до вiдшукання невiдомої фун-
кцiї за вiдомою її похiдною. У зв’язку з цим вводять наступне означення.

Функцiю F називають первiсною функцiї f (дiйсної або комплексної
змiнної) на множинi E, якщо F ′(z) = f (z) ∀z ∈ E. При цьому також
кажуть, що функцiя f має первiсну на множинi E.

Приклади. 1. Функцiя F(z) = sin z є первiсною функцiї f (z) = cos z
на множинi E = C.

2. Функцiя F(x) = ln |x| є первiсною функцiї f (x) = 1
x на множинi

E = R ∖ {0}.
Зауважимо, що означення первiсної вимагає, щоб кожна точка мно-

жини E ⊂ C була внутрiшньою, тобто ∀z0 ∈ E ∃δ = δ(z0): Oδ(z0) ⊂ E, а
коли E ⊂ R, то (z0 − δ; z0] ⊂ E або [z0; z0 + δ) ⊂ E.

1.1.2. Теорема про множину первiсних даної функцiї. Нехай фун-
кцiя F є первiсною функцiї f на множинi E. Тодi для довiльної сталої C
функцiя F +C є первiсною функцiї f , оскiльки (F(z)+C)′ = f (z) ∀z ∈ E.
Природно виникає питання про те, чи iснують первiснi для функцiї f на
множинi E, вiдмiннi вiд функцiй вигляду Φ = F + C.

Вiдповiдь на це питання виявиться негативною, якщо вважати мно-
жину E лiнiйно зв’язною, тобто такою, яка разом з довiльними двома
своїми точками z1 та z2 мiстить i деяку ламану, що їх сполучає.

Отже, правильна така теорема.
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Теорема 1 (про множину первiсних функцiї). Нехай функцiя F є пер-
вiсною функцiї f на лiнiйно зв’язнiй множинi E, зокрема на промiжку
⟨a; b⟩. Тодi множина всiх первiсних функцiї f на E описується формулою
Φ = F + C, де C = const – довiльна стала.

1.1.3. Поняття NL-iнтегровної функцiї та NL-iнтеграла. Якщо
функцiя f має первiсну на лiнiйно зв’язнiй множинi E, то f називають
iнтегровною за Ньютоном – Лейбнiцом або NL-iнтегровною на E i за-
писують f ∈ NL(E). При цьому якщо F – первiсна функцiї f на E, то

для фiксованих точок a ∈ E i b ∈ E число
br

a
f (u) du := F(b) − F(a) на-

зивають iнтегралом Ньютона – Лейбнiца або NL-iнтегралом функцiї f
уздовж довiльної ламаної L, що сполучає точки a та b. Цi точки назива-
ють вiдповiдно нижньою та верхньою межею iнтегрування; функцiю f
називають пiдiнтегральною функцiєю а вираз f (u) du – пiдiнтегральним

виразом. Зокрема, якщо [a; b] ⊂ E, то
br

a
f (u) du – це NL-iнтеграл функцiї

f на орiєнтованому вiдрiзку [a; b].
Приклад 3. Функцiя f (x) = 1

x , x ∈ R ∖ {0}, є NL-iнтегровною на
кожному з промiжкiв (−∞; 0) i (0;+∞), але не є NL-iнтегровною на
множинi E = R ∖ {0}, оскiльки ця множина не є лiнiйно зв’язною. При

цьому
xr

1

1
u du = ln x ∀x > 0 i

xr

−1

1
u du = ln(−x) ∀x < 0.

Для комплекснозначної функцiї дiйсної змiнної з вiдомої теореми про
зв’язок мiж диференцiйовнiстю цiєї функцiї i диференцiйовнiстю її дiй-
сної та уявної частин одразу випливає наступна важлива теорема.

Теорема 2 (про NL-iнтегровнiсть комплекснозначної функцiї дiйсної
змiнної). Нехай f (x) = u(x) + iv(x) – комплекснозначна функцiя дiйсної
змiнної x ∈ ⟨a; b⟩. Тодi для того щоб f (x) була NL-iнтегровною на про-
мiжку ⟨a; b⟩ i мала первiсну F(x) = U (x)+iV (x), необхiдно i достатньо,
щоб функцiї u(x) та v(x) були NL-iнтегровними на ⟨a; b⟩ i щоб U (x) та

V (x) були їх первiсними. При цьому
βr

α

f (x) dx =
βr

α

u(x) dx + i
βr

α

v(x) dx

∀α, β ∈ ⟨a; b⟩.
1.1.4. Формула Ньютона – Лейбнiца. Зауважимо, що NL-iнтеграл

функцiї f за теоремою 1 не залежить вiд її первiсної, що фiгурує в озна-
ченнi цього iнтеграла. Це випливає з рiвностi

Φ(b) − Φ(a) = (F(b) + C) − (F(a) + C) = F(b) − F(a),

де F i Φ – довiльнi первiснi функцiї f на E.
Отже, має мiсце наступна теорема.
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Теорема 3 (про формулу Ньютона – Лейбнiца). Якщо функцiя f є NL-
iнтегровною на множинi E, то для будь-якої первiсної Φ функцiї f на E
є правильною формула Ньютона – Лейбнiца:

bw

a

f (u) du = Φ(b) − Φ(a) =: Φ(z)
⃒⃒b
a ∀a, b ∈ E. (1)

Якщо у формулi (1) вважати точку a фiксованою, а точку b = z ∈ E
бiжучою, то дiстанемо NL-iнтеграл з верхньою змiнною межею iнтегру-
вання:

zw

a

f (u) du =: Φ(z) − Φ(a) ⇒ Φ(z) =
zw

a

f (u) du + Φ(a).

1.1.5. Найпростiшi властивостi NL-iнтеграла. У цьому пунктi
вважатимемо, що функцiя f (z) є NL-iнтегровною на лiнiйно зв’язнiй
множинi E i що точки a, b ∈ E. Безпосередньо з формули Ньютона –
Лейбнiца та означення NL-iнтеграла випливають його найпростiшi вла-
стивостi.

Властивiсть 1 (правило перестановки меж iнтегрування).
bw

a

f (u) du = −
aw

b

f (u) du.

Властивiсть 2 (про iнтеграл з однаковими межами).
aw

a

f (u) du = 0.

Властивiсть 3 (адитивнiсть NL-iнтеграла).
bw

a

f (u) du =
cw

a

f (u) du +
bw

c

f (u) du ∀a, b, c ∈ E.

Властивiсть 4 (про похiдну i диференцiал NL-iнтеграла).

(
zw

a

f (u) du)′ = f (z), (
aw

z

f (u) du)′ = −f (z),

d(
zw

a

f (u) du) = f (z) dz i d(
aw

z

f (u) du) = −f (z) dz.

Таким чином, роль первiсної функцiї f на множинi E може вiдiгра-
вати iнтеграл з верхньою змiнною межею iнтегрування, тобто F(z) =
zr

a
f (u) du, де a – фiксована, а z – бiжуча точка множини E.

Наслiдок 1 (про невiд’ємнiсть NL-iнтеграла). Якщо a < b i f (x) > 0

9



(f (x) > 0) ∀x ∈ [a; b], то
br

a
f (x) dx > 0

� br

a
f (x) dx > 0

�
.

Властивiсть 5 (про NL-iнтеграл вiд похiдної та диференцiала).
zw

a

f ′(u) du = f (z) − f (a) i
zw

a

df (u) = f (z) − f (a).

Властивiсть 6 (про оцiнку модуля NL-iнтеграла).⃒⃒⃒⃒
⃒

bw

a

f (u) du

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 |f (z*)| · l,

де l – довжина ламаної L ⊂ E, що сполучає точки a та b, а z* – певна
точка цiєї ламаної L.

1.1.6. Поняття невизначеного iнтеграла. Таблиця основних iнте-
гралiв. Множину всiх первiсних функцiї f на лiнiйно зв’язнiй множи-
нi E називають невизначеним iнтегралом функцiї f на E i позначаютьr

f (z) dz або
r

f dz. Отже,
w

f (z) dz = {Φ: Φ – первiсна f на лiнiйно зв’язнiй множинi E}.
З теореми 1 зокрема випливає, що

w
f (z) dz = {

zw

a

f (u) du + C: C – довiльна стала}.

Тому часто записують
r

f (z) dz =
zr

a
f (u) du+C або

r
f (z) dz = F(z)+

C, де C – довiльна стала, а F – фiксована первiсна функцiї f на E.
З формул для вiдшукання похiдних основних елементарних функцiй

легко дiстати формули для вiдшукання вiдповiдних невизначених iнте-
гралiв. Цi формули наведено у наступнiй таблицi.

1)
w

0 dz = C i
w

1 dz = z + C, z ∈ C;

2)
w

exp z dz = exp z + C, z ∈ C;

3)
w

az dz =
az

ln a
+ C, a ̸= 0, a ̸= 1, z ∈ C;

4)
w dz

z
= ln z + C, z ̸= x 6 0 або

w dz
z

= ln(−z) + C, z ̸= x > 0;

5)
w

zα dz =
zα+1

α + 1
+ C, α ̸= −1, причому

z ∈ C, коли α ∈ N0,
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z ∈ C ∖ {0}, коли α ∈ {−2,−3, . . .},
z ∈ C ∖ (−∞; 0), коли α /∈ Z i Re α > 0,
z ∈ C ∖ (−∞; 0], коли α /∈ Z i Re α 6 0;

6)
w

cos z dz = sin z + C, z ∈ C;

7)
w

sin z dz = − cos z + C, z ∈ C;

8)
w dz

cos2 z
= tg z + C, z ̸= π

2
+ πk, k ∈ Z;

9)
w dz

sin2 z
= − ctg z + C, z ̸= πk, k ∈ Z;

10)
w dz

a2 + z2 =
1
a

arctg
z
a

+ C, a > 0,

z ̸= iy, де y > a або y 6 −a, зокрема
w dx

1 + x2 = arctg x + C = − arcctg x + C*, x ∈ (−∞; +∞);

11)
w dz√

a2 − z2
= arcsin

z
a

+ C = − arccos
z
a

+ C*,

z ̸= x, де x > a або x 6 −a, зокрема
w dx√

1 − x2
= arcsin x + C = − arccos x + C*, x ∈ (−1; 1);

12)
w dz

z2 − a2 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
2a
(︀
ln(z − a) − ln(z + a)

)︀
+ C, a > 0,

коли z ∈ C ∖ (−∞; a],
1
2a
(︀
ln(a − z) − ln(a + z)

)︀
+ C, a > 0,

коли z ∈ C ∖
(︀
(−∞;−a] ∪ [a; +∞)

)︀
,

1
2a
(︀
ln(a − z) − ln(−a − z)

)︀
+ C, a > 0,

коли z ∈ C ∖ [−a; +∞),

зокрема
w dx

x2 − a2 =
1
2a

ln

⃒⃒⃒⃒
x − a
x + a

⃒⃒⃒⃒
+ C, a > 0,

на кожному з промiжкiв (−∞;−a), (−a; a), (a; +∞);

13)
w dz√

z2 − a2
=

⎧⎪⎨⎪⎩
ln(z +

√
z2 − a2) + C, a > 0,

коли Re z > 0 i z /∈ (−∞; a],
ln(−z −

√
z2 − a2) + C, a > 0,

коли Re z < 0 i z /∈ [−a; +∞),

11



зокрема
w dx√

x2 − a2
= ln |x +

√︀
x2 − a2| + C, a > 0,

на кожному з промiжкiв (−∞;−a) i (a; +∞);

14)
w dz√

z2 + a2
= ln(z +

√︀
z2 + a2) + C, a > 0,

z ̸= iy, де |y| > a, зокрема
w dx√

x2 + a2
= ln(x +

√︀
x2 + a2) + C, a > 0,

x ∈ (−∞; +∞).
1.1.7. Лiнiйнiсть NL-iнтеграла та метод розкладу обчислення не-

визначеного iнтеграла. З означення невизначеного iнтеграла випли-
ває, що для його обчислення досить знайти iнтеграл Ньютона – Лейбнi-

ца
zr

a
f (u) du. Тому розглянемо основнi властивостi iнтеграла Ньютона

– Лейбнiца, з яких одночасно випливають i основнi методи вiдшукання
невизначених iнтегралiв. Надалi вважатимемо, що E – лiнiйно зв’язна
множина.

Теорема 4 (про лiнiйнiсть NL-iнтеграла). Нехай функцiї f та ϕ є NL-
iнтегровними на множинi E. Тодi для будь-яких сталих α i β функцiя
ψ = αf + βϕ є NL-iнтегровною на E i

zw

a

(αf (u) + βϕ(u)) du = α

zw

a

f (u) du + β

zw

a

ϕ(u) du ∀a, z ∈ E.

На властивостi лiнiйностi NL-iнтеграла ґрунтується метод розкладу
обчислення невизначеного iнтеграла:w

(αf + βϕ) dz = α

w
f dz + β

w
ϕ dz,

де α i β – довiльнi сталi, такi що |α|+|β| > 0. Останню рiвнiсть розумiють
як рiвнiсть двох множин. При цьому

α

w
f dz = α{F : F – первiсна f} := {αF : F – первiсна f},

а

α

w
f dz + β

w
ϕ dz = {αF + βΦ: F – первiсна f , Φ – первiсна ϕ}.

Приклад 4.
zw

a

(2u − 3
√

u + 3 cosu) du =

= 2
zw

a

u du −
zw

a

u
1
3 du + 3

zw

a

cosu du = (u2 − 3
4
u

4
3 + 3 sinu)

⃒⃒z
a =
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= z2 − 3
4
z 3
√

z + 3 sin z − (a2 − 3
4
a 3
√

a + 3 sin a),

де a ∈ E, z ∈ E, а E = C ∖ (−∞; 0). Зокрема, для дiйсних чисел a та z i
дiйсної змiнної u множина E = (−∞; +∞). Тому на данiй множинi E

w
(2z − 3

√
z + 3 cos z) dz = z2 − 3

4
z 3
√

z + 3 sin z + C,

де C – довiльна стала.

1.1.8. Замiна змiнної в NL-iнтегралi та у невизначеному iнтегралi.
Теорема 5 (про замiну змiнної в NL-iнтегралi). Нехай функцiя f є NL-

iнтегровною на множинi E1, а функцiя ϕ є диференцiйовною на лiнiйно
зв’язнiй множинi E i ϕ(E) ⊂ E1. Тодi функцiя (f ∘ϕ)·ϕ′ є NL-iнтегровною
на E i має мiсце формула замiни змiнної:

zw

a

f (ϕ(z))ϕ′(z) dz =
zw

a

f (ϕ(z)) dϕ(z) =
ϕ(z)w

ϕ(a)

f (u) du ∀a ∈ E i z ∈ E.

На теоремi 5 ґрунтується метод замiни змiнної для вiдшукання неви-
значеного iнтеграла:w

f (ϕ(z))ϕ′(z) dz =
w

f (ϕ(z)) dϕ(z) =
w

f (u) du, u = ϕ(z).

Приклад 5.
zr

1
2t exp t2 dt =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ u = t2

du = 2t dt
u(1) = 1
u(z) = z2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

z2r

1
expu du = expu

⃒⃒z2

1 =

exp z2 − e ∀z ∈ C. Звiдси випливає, що
r

2z exp z2 dz = exp z2 + C, де C
– довiльна стала.

1.1.9. Формули iнтегрування частинами для NL-iнтеграла та не-
визначеного iнтеграла.

Теорема 6 (про формулу iнтегрування частинами для NL-iнтеграла).
Нехай функцiї f та ϕ є диференцiйовними на множинi E, а функцiя f ′ϕ
є NL-iнтегровною на E. Тодi функцiя fϕ′ є NL-iнтегровною на E i має
мiсце формула iнтегрування частинами:

zw

a

f (t)ϕ′(t) dt = f (t)ϕ(t)
⃒⃒z
a −

zw

a

ϕ(t)f ′(t) dt ∀a ∈ E i z ∈ E.

З теореми 6 випливає метод iнтегрування частинами обчислення
невизначеного iнтеграла:w

f (z)ϕ′(z) dz = f (z)ϕ(z) −
w

ϕ(z)f ′(z) dz,

або w
u dv = uv −

w
v du,

де u = f (z), v = ϕ(z), du = f ′(z) dz, dv = ϕ′(z) dz.
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Приклад 6.
zw

a

(1 − t) exp(−t) dt =

=

⃒⃒⃒⃒
u = 1 − t du = −dt
dv = exp(−t) dt v = − exp(−t)

⃒⃒⃒⃒
=

= −(1 − t) exp(−t)
⃒⃒⃒z
a
−

zw

a

exp(−t) dt =

= (1 − a) exp(−a) + (z − 1) exp(−z) + exp(−t)
⃒⃒⃒z
a

=

= (1 − a) exp(−a) + (z − 1) exp(−z) + exp(−z) − exp(−a) =

= z exp(−z) − a exp(−a) ∀a, z ∈ C.

Звiдси випливає, щоw
(1 − z) exp(−z) dz = z exp(−z) + C,

де C – довiльна стала.

1.1.10. Використання комп’ютерних засобiв математики. Серед
рiзноманiтних комп’ютерних засобiв математики, якi можна використо-
вувати для обчислення iнтегралiв, розглянемо Gran1 i Maxima.

Програмний засiб Gran1 призначений для графiчного аналiзу елемен-
тарних функцiй дiйсної змiнної, наближеного розв’язування рiвнянь гра-
фiчним способом, чисельного iнтегрування та диференцiювання з геоме-
тричною iнтерпретацiєю та виконання деяких iнших операцiй. Цей засiб
успiшно використовується багатьма вчителями на уроках математики.

Програма Maxima є потужним сучасним засобом комп’ютерної ма-
тематики, за допомогою якого можна знаходити роз’вязки рiзноманiтних
задач з багатьох галузей математики i чисельно, i в символьному поданнi.
Вона проста у використаннi, вiдзначається зручним введенням команд i
зрозумiлою формою подання результатiв. Нею можуть користуватися як
професiйнi математики, так i студенти. За допомогою програми Maxima
зокрема з легкiстю можна: виконувати операцiї з рацiональними числа-
ми у виглядi точних звичайних (а не наближених десяткових) дробiв;
одержувати точнi результати обчислень, якi мiстять iррацiональнi чи-
сла e, π, ln 2,

√
3, cos 1, arcsin 1

3 тощо, а потiм за потреби наближено
переобчислювати цi результати у виглядi десяткових дробiв; проводити
спрощування рацiональних, показникових, логарифмiчних i тригономе-
тричних виразiв; виконувати операцiї математичного аналiзу (обчислен-
ня границь, диференцiювання, вiдшукання первiсних i визначених iнте-
гралiв); працювати з комплексними числами та функцiями комплексної
змiнної i багато iншого.
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За можливостями використання i характеристиками Maxima близька
до найбiльш потужних професiйних систем комп’ютерної математики
Mathematica i Maple, якi є дорогими комерцiйними продуктами, тодi як
Maxima розповсюджується через Iнтернет безкоштовно.

1.1.10.1. Використання Gran1. За допомогою програми Gran1 можна
обчислювати NL-iнтеграли елементарних функцiй дiйсної змiнної на за-
даних вiдрiзках у чисельному поданнi. Про це йтиметься у пiдпунктi
1.2.5.1.

1.1.10.2. Використання Maxima. За допомогою програми Maxima
можна обчислювати NL-iнтеграли i первiснi у символьному поданнi.

Рис. 1.1.1.
Для цiєї програми розроблено графiчну оболонку wxMaxima 0.7.4,

оснащену зручним українським iнтерфейсом (рис. 1.1.1).
Вiкно програми wxMaxima мiстить рядок меню, кнопки редагування,

вiкно виведення результатiв, рядок введення команд i внизу додатковi
кнопки для роботи з виразами.

У вiкнi виведення результатiв кожен вираз, який вводиться, познача-
ється (%iN), а вiдповiдний йому результат позначається (%oN) (вiд англ.
input – вхiднi данi, output – результат), де N – номер формули. Окремо
взятий символ % набуває значення останнього виведеного виразу. Коман-
ди вводяться у рядку введення i починають автоматично опрацьовуватися
пiсля натиснення клавiшi Enter .

У Maxima для обчислення iнтегралiв
r

f (x) dx та
br

a
f (x) dx служать

вiдповiдно команди integrate(f (x), x) та integrate(f (x), x, a, b).

Обчислимо невизначений iнтеграл
w

(2z − 3
√

z + 3 cos z) dz.
Для цього у командному рядку вводимо
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integrate(2*z-z^(1/3)+3*cos(z),z)
i, натиснувши Enter , дiстаємо (рис. 1.1.2)

Рис. 1.1.2.
В результатi видається завжди тiльки одна первiсна. При цьому довiльну
сталу завжди можна дописати при потребi.

Спробуємо знайти iнтеграл з параметром
w dx

x2 − a2 .

Рис. 1.1.3.
Спочатку шуканий iнтеграл з’явився в рядку (%o2) у виглядi

рiзницi двох логарифмiв (рис. 1.1.3). Але за допомогою програми
Maxima можна спрощувати математичнi вирази рiзними способами.
Щоб вiдповiдь стала компактнiшою, у рядку (%o3) задано команду
logcontract(%). Її можна ввести з клавiатури або через меню Спростити
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> Об’єднати логарифми . Зауважимо, що через log(x) тут позначається
натуральний логарифм.

Надалi при демонструваннi роботи даної програми будемо наводити
лише вмiст вiкна виведення результатiв. При цьому команди можна зада-
вати i з командного рядка, i через меню (можна вибирати, що зручнiше).

При обчисленнi iнтегралiв з параметрами за допомогою Maxima iно-
дi з’являються уточнюючi запитання. Так, якщо спробувати обчислитиr

xa dx i ввести
(%i4) integrate(x^a,x);

то з’явиться запит:
Is a+1 zero or nonzero?
Давши вiдповiдь n, дiстанемо

(%o4)
xa+1

a + 1
Якщо дати вiдповiдь z, то дiстанемо
(%o4) log(x)
Обчислимо тепер кiлька NL-iнтегралiв.

2πr

−π

(sin x + cos x) dx =?

(%i5) integrate(sin(x)+cos(x),x,-%pi,2*%pi);
(%o5) −2

1r

0
(sin(ax) + cos(bx)) dx =?

(%i6) integrate(sin(a*x)+cos(b*x),x,0,1);

(%o6)
a sin(b) + (1 − cos(a)) b

a b
a+1w

a−1

1 − x
1 + x

dx =?

Спочатку позначимо пiдiнтегральну функцiю через f :
(%i7) f:(1-x)/(1+x)$

(при вказування знака $ пiсля команди вiдключається виведення резуль-
тату на екран).

Тепер проiнтегруємо
(%i8) integrate(f,x,a-1,a+1);
Is a+2 positive, negative, or zero? p;
Is a positive, negative, or zero? p;
(%o8) 2 log(a + 2) − 2 log(a) − 2
В ходi обчислень у вiдповiдь на запити програми було зроблено при-

пущення a + 2 > 0 та a > 0. Якщо треба обчислити цей самий iнтеграл
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при a = 1, то залишиться тiльки обчислити вираз (%o8) при конкретному
значеннi змiнної:

(%i9) %, a=1;
(%o9) 2 log(3) − 2
Однак, не кожен iнтеграл можна у символьному поданнi обчислити

за допомогою програми Maxima. По-перше, часто iнтеграли взагалi не
виражаються у скiнченному виглядi (про це йтиметься у пунктi 1.3.6).
По-друге, навiть коли символьне подання iнтеграла можна знайти, але
його вираз занадто громiздкий (мiстить складнi нагромадження дробiв,
радикалiв тощо) то у таких випадках при зверненнi до програми повер-
тається необчислений iнтеграл. Наприклад,

(%i10) integrate(1/(x^3+x+1),x);
(%o10)

r
1

x3+x+1 dx
1.1.11. Завдання для виконання за допомогою комп’ютера.

1. Для кожного табличного iнтеграла зобразити область визначення
пiдiнтегральної функцiї.

2. Для кожного табличного iнтеграла зобразити графiк пiдiнтеграль-
ної функцiї та графiк її первiсної.

3. Обчислити табличнi iнтеграли за допомогою комп’ютера.

4. Знайти табличнi первiснi у виглядi NL-iнтегралiв iз змiнною верх-
ньою межею iнтегрування.

1.2. Iснування NL-iнтеграла неперервної функцiї

1.2.1. NL-iнтегровнiсть ламаної функцiї. Розглянемо спочатку ви-
падок, що f є так званою ламаною функцiєю на [a; b], тобто iснують
точки xk, k ∈ 0,n, такi, що x0 = a < x1 < . . . < xk < xk+1 < . . . < xn = b
i ∀k ∈ 0,n − 1

f (x) = f (xk)
xk+1 − x
xk+1 − xk

+ f (xk+1)
x − xk

xk+1 − xk
∀x ∈ [xk; xk+1].

Взагалi кажучи, значення f (xk), k ∈ 0,n, є комплексними, тобто f –
комплекснозначна (зокрема, дiйснозначна) функцiя дiйсної змiнної x ∈
[a; b]. На вiдрiзку [xk; xk+1] графiк дiйсної ламаної функцiї збiгається
з вiдрiзком, що сполучає точки (xk, f (xk)) i (xk+1, f (xk+1)), а на вiдрiз-
ку [a; b] цей графiк є ламаною L з вершинами в точках (xk, f (xk)) (рис.
1.2.1). Цим i пояснюється назва ламаної функцiї.

Правильна наступна теорема.
Теорема 1 (про NL-iнтегровнiсть ламаної функцiї). Кожна лама-

на функцiя f на вiдрiзку [a; b] є NL-iнтегровною на цьому вiдрiзку.
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При цьому iнтеграл
cr

a
f (u) du = S(c) ∀c ∈ [a; b] є площею фiгури

Φ = {(x, y): a 6 x 6 c, 0 6 y 6 f (x)}, коли f (x) > 0 ∀x ∈ [a; b].
Отже, в теоремi 1 не тiльки стверджується NL-iнтегровнiсть ламаної

функцiї, але й розкривається геометричний змiст її NL-iнтеграла.

a x� � x� xk x bn�xk��x

X

Y

O

f x� �k

f x� �k��

S x� �

Ðèñ. 1.2.1.

1.2.2. Зв’язок неперервних функцiй з ламаними. Довiльну ком-
плекснозначну функцiю f , неперервну на вiдрiзку [a; b], можна як завго-
дно добре наблизити за допомогою ламаних функцiй. А саме, правильна
наступна теорема.

Теорема 2 (про зв’язок неперервних функцiй з ламаними). Якщо фун-
кцiя f неперервна на вiдрiзку [a; b], то iснує послiдовнiсть ламаних фун-
кцiй (fn(x)) таких, що fn(x) ⇒ f (x) на [a; b] (тобто fn(x) рiвномiрно
збiгається до f (x) на вiдрiзку [a; b]).

1.2.3. NL-iнтегровнiсть граничної функцiї.
Теорема 3 (про NL-iнтегровнiсть граничної функцiї). Нехай функцiї

fn є NL-iнтегровними на множинi E ∀n ∈ N i fn(z) ⇒ f (z) на E. Тодi й
функцiя f є NL-iнтегровною на E, причому

lim
n→∞

zw

a

fn(u) du =
zw

a

lim
n→∞

fn(u) du =
zw

a

f (u) du ∀a i z ∈ E.

1.2.4. NL-iнтегровнiсть неперервної функцiї. Площа криволiнiй-
ної трапецiї. З теорем 1, 2 i 3 випливає наступна теорема.

Теорема 4 (про NL-iнтегровнiсть неперервної функцiї). Якщо фун-
кцiя f є неперервною на промiжку ⟨a; b⟩, то вона є NL-iнтегровною на
цьому промiжку.

Число S =
br

a
f (x) dx виражає собою площу фiгури

Φ = {(x; y): a 6 x 6 b, 0 6 y 6 f (x)},
яку називають криволiнiйною трапецiєю (рис. 1.2.2). У цьому полягає
геометричний змiст NL-iнтеграла.
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Ðèñ. 1.2.2.
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1.2.5. Використання комп’ютерних засобiв математики. Оскiль-
ки у даному пунктi розглядається питання про iснування первiсної не-
перервної функцiї та геометричний змiст iнтеграла, то комп’ютер можна
використати у першу чергу для графiчних iлюстрацiй. Це може бути
побудова криволiнiйних трапецiй, графiкiв потрiбних функцiй та їх пер-
вiсних.

1.2.5.1. Використання Gran1. За допомогою програми Gran1 мо-
жна обчислювати тiльки NL-iнтеграли вiд елементарних функцiй дiйсної
змiнної, i тiльки чисельно. Зрозумiло, що таке обчислення є наближеним.
Точнiсть обчислень встановлюється в меню

Виправлення > Налагодження параметрiв програми. . .
вiд 0 до 6 десяткових знакiв пiсля коми. При цьому є можливiсть також
переглянути на екранi фiгуру, площу якої виражає даний iнтеграл.

Так, для обчислення iнтеграла
2r

−1
3x2 dx потрiбно виконати такi дiї.

1) Зайти в меню Об’єкт > Створити. . . . З’явиться вiкно, зображене
на рис. 1.2.3.

Рис. 1.2.3.
2) Ввести пiдiнтегральну функцiю y(x) = 3x2, задати межi A = −1,

B = 2 i натиснути Ok .
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2.1) Щоб побачити фiгуру, площу
якої виражає шуканий iнтеграл,
потрiбно спочатку побудувати графiк
даної функцiї. Це робиться через
меню Графiк > Побудувати . Якщо

геометричний змiст iнтеграла не
потрiбен, пункт 2.1) можна опустити.

3) Через меню Операцiї >

Iнтеграли � > Iнтеграл. . . ви-

кликати вiкно, зображене на рис.
1.2.4.

Рис. 1.2.4.

4) Натиснувши Обчислити , в
цьому ж вiкнi одержимо результат,
який показує, що шуканий iнтеграл
I = 9. Одночасно з цим (якщо графiк функцiї було побудовано) на екранi
з’явиться заштрихована фiгура, площа якої дорiвнює обчисленому iнте-
гралу (рис. 1.2.5).

Рис. 1.2.5.
4.1) При натисненнi кнопки Занести у “Вiдповiдi” результат iнте-

грування запишеться ще й до окремого вiкна вiдповiдей. Далi можна
продовжити обчислення iнтеграла вiд цiєї самої функцiї, але на iнших
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вiдрiзках.
5) Для закiнчення iнтегрування слiд закрити вiкно “Iнтегрування”.
Щоб звернути увагу на деякi нюанси, обчислимо за допомогою про-

грами Gran1 ще один iнтеграл, а саме

I =

√
3π/2r

√
π/4

sin(x2) dx.

Задаємо функцiю: Y(X)=SIN(X^2) та
вiдрiзок: A=SQRT(Pi/4), B=SQRT(3*Pi/2),
а потiм будуємо графiк i обчислюємо iн-
теграл, як описано вище. При цьому на
екранi комп’ютера видається результат iн-
тегрування: I = 0, 4264 та зображується
його геометричний змiст (рис. 1.2.6).

Зауваження. 1. Потрiбно розумiти, Рис. 1.2.6.

що отримано наближене значення iнтеграла з точнiстю до 10−4.
2. Геометричний змiст iнтеграла полягає у тому, що вiн дорiвнює

рiзницi мiж площею частини фiгури, яка лежить вище осi OX, i площею
частини пiд вiссю OX.

3. Вiдомо, що функцiя f (x) = sin(x2) має первiсну F(x), але в скiн-
ченному виглядi її подати неможливо (див. пункт 1.3.7), а тому обчи-
слити iнтеграл за формулою Ньютона – Лейбнiца також не можливо. У
програмi Gran1 iнтеграл обчислюється одним з так званих чисельних
методiв iнтегрування.

1.2.5.2. Використання Maxima. За допомогою програми Maxima та-
кож легко побудувати графiк елементарної функцiї f (x) на вiдрiзку [a; b].
Найпростiшою командою для цього є plot2d(f(x),[x,a,b]).

У цiй командi може бути кiлька параметрiв, що дозволяє будувати
кiлька графiкiв на одному рисунку, вказувати тип задання функцiї (яв-
не, параметричне чи дискретне), задавати масштаб, визначати тип лiнiй,
наносити написи на малюнок тощо. Крiм того є можливiсть обирати гра-
фiчну оболонку для побудови графiка: wxMaxima (вбудований формат),
openmath та gnuplot. Це досить просто зробити через меню Графiки або

натиснувши кнопку Графiк 2D. . . (рис. 1.2.7).
Наприклад, для побудови графiка функцiї x sin x на вiдрiзку [−π; π]

досить набрати з клавiатури
(%i1) plot2d(x*sin(x),[x,-%pi;%pi])

i у вiкнi gnuplot з’явиться графiк, зображений на рис. 1.2.8.
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Рис. 1.2.7.

Рис. 1.2.8.

Масштабування за змiнною y при цьому здiйснюється автоматично.
У разi необхiдностi можна явно вказати дiапазон значень змiнної y. При
виконаннi графiкiв за допомогою шаблону Графiк 2D. . . потрiбно обо-
в’язково задати вираз i вiдрiзки змiни x та y. Також тут є можливiсть
задати деякi (проте далеко не всi) опцiї команди plot2d.

Наступний рисунок 1.2.9 виконано за допомогою графiчної оболонки
wxMaxima пiсля введення команд

(%i2) [F:x^2*sin(1/x), f:diff(F,x)]$
(%i3) wxplot2d([F,f],[x,1/20,1])
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Рис. 1.2.9.
Пояснимо: 1) у рядку (%i2) визначено одразу двi функцiї F та її похi-

дну f = F ′, подавши їх списком; 2) у рядку (%i3) префiкс wx вжито, щоб
застосувати вбудований редактор wxMaxima; 3) якщо потрiбно побуду-
вати на одному малюнку графiки двох функцiй, то цi функцiї подають
списком: [F,f].

Оскiльки в системi Maxima є потужнi iнструменти для обчислення
границь функцiй, то цю програму також можна ефективно використати
для дослiдження функцiй на неперервнiсть (а вiдтак на iнтегровнiсть).

Наприклад, розв’яжемо за допомогою Maxima таку задачу.
Задача 1. Встановити, при яких M i N функцiю

f (x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
eMx − cos(Nx)

x
, x < 0,

(1 + x)M − eNx

x
, x > 0

можна довизначити у точцi x = 0, щоб вона стала неперервною.

Розв’язання виглядає так.
(%i1) u:(exp(M*x)-cos(N*x))/x$
(%i2) v:((1+x)^M-exp(N*x))/x$
(%i3) limit(u,x,0);
(%o3) M
(%i4) limit(v,x,0);
(%o4) M − N

Звiдси видно, що повинна виконуватися рiвнiсть M = M − N , тобто
розв’язком задачi є пари чисел M ∈ R, N = 0.

1.2.6. Завдання для виконання за допомогою комп’ютера.

1. Зобразити графiки даної неперервної функцiї f i послiдовностi ла-
маних функцiй (fn), що рiвномiрно збiгається до f на заданому
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вiдрiзку [a; b]. Порiвняти NL-iнтеграли цих функцiй.

2. Зобразити графiки функцiй

fn(x) =

⎧⎨⎩
−1, коли −1 6 x 6 − 1

n ,
nx, коли − 1

n 6 x 6 1
n ,

1, коли 1
n 6 x 6 1

i впевнитися, що fn(x) → sign x, коли n → ∞, ∀x ∈ [−1; 1].

3. Для функцiй fn(x) iз завдання 2 зобразити графiки частинних сум

Sn(x) функцiонального ряду
∞∑︀
k=0

(︀
fk+1(x)− fk(x)

)︀
та його суми f (x).

Чи є NL-iнтегровними функцiї Sn(x) та f (x) на вiдрiзку [−1; 1]?

1.3. Обчислення невизначених iнтегралiв функцiй
деяких класiв

1.3.1. Iнтегрування многочленiв. Якщо f (x) =
n∑︀

k=0
akzk, то за вла-

стивiстю лiнiйностi iнтеграла маємо:
w

f (z) dz =
n∑︁

k=0

ak

w
zk dz =

n∑︁
k=0

ak
zk+1

k + 1
+ C, z ∈ C,

тобто будь-яка первiсна довiльного многочлена також є многочленом, а
тому i елементарною функцiєю.

1.3.2. Iнтегрування елементарних дробiв. Нехай f є дiйсною
дробово-рацiональною функцiєю, тобто f (x) = P(x)/Q(x), де P i Q –
дiйснi многочлени, Q ̸= const i дрiб P/Q є нескоротним.

Функцiю f називають елементарним дробом, якщо вона має вигляд:

f (x) =
1

(x − a)n
або f (x) =

Ax + B
(x2 + px + q)n

,

де n∈N, а числа a, p, q, A i B є дiйсними, причому p2 − 4q < 0. Виявля-
ється, що кожну дробово-рацiональну функцiю можна подати у виглядi
суми деякого многочлена та скiнченної кiлькостi деяких елементарних
дробiв.

Отже, для знаходження iнтеграла вiд дробово-рацiональної функцiї
треба вмiти знаходити iнтеграли вiд елементарних дробiв.

Нехай f (x) = 1
(x−a)n , де n ∈ N. Тодi

w dx
(x − a)n

=
w d(x − a)

(x − a)n
=

⌉︀
ln |x − a| + C, коли n = 1,
(x−a)1−n

1−n + C, коли n > 1.
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Розглянемо функцiю

f (x) =
Ax + B

(x2 + px + q)n
=

A(x + p
2 ) + B − A· p2(︀

(x + p
2 )

2 + (q − p2

4 )
)︀n =

Ay + B1

(y2 + l2)n
,

де y = x + p
2 , l2 = q − p2

4 > 0 i B1 = B − A· p2 .
Звiдси випливає, що за методом замiни змiнної обчислення невизна-

ченого iнтеграла вiд функцiї f (x) = Ax+B
(x2+px+q)n зводиться до обчислення

невизначеного iнтеграла вiд функцiї ϕ(y) = Ay+B1

(y2+l2)n .
Оскiльки

w Ay + B1

(y2 + l2)n
dy = A

w y dy
(y2 + l2)n

+ B1

w dy
(y2 + l2)n

i
w y dy

(y2 + l2)n
=

1
2

w d(y2 + l2)
(y2 + l2)n

=

⌉︀ 1
2 ln(y2 + l2) + C, коли n = 1,

(y2+l2)1−n

2(1−n) + C, коли n > 1,

то залишилося навчитися обчислювати iнтеграл

In =
w dy

(y2 + l2)n
,

де l > 0, а n ∈ N.
Якщо n = 1, то

I1 =
w dy

y2 + l2
=

1
l

arctg
y
l

+ C.

Нехай n > 1. Тодi, використовуючи метод iнтегрування частинами,
матимемо

In =
w dy

(y2 + l2)n
=

⃒⃒⃒⃒
⃒ u = 1

(y2+l2)n du = −2ny dy
(y2+l2)n+1

dv = dy v = y

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=
y

(y2 + l2)n
+
w 2ny2 dy

(y2 + l2)n+1 =

=
y

(y2 + l2)n
+ 2n

w (y2 + l2 − l2) dy
(y2 + l2)n+1 =

=
y

(y2 + l2)n
+ 2nIn − 2nl2In+1 ⇒

In+1 =
2n − 1
2nl2

In +
1

2nl2
y

(y2 + l2)n
. (1)

Дiстали так звану рекурентну формулу для обчислення невизначеного
iнтеграла In ∀n ∈ N. Зокрема, з рiвностi (1) для n = 1 дiстаємо

I2 =
1

2l2
1
l

arctg
y
l

+
1

2l2
y

y2 + l2
+ C.
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Тепер, якщо в (1) покласти n = 2, можна дiстати значення I3 i так далi.
Отже будь-яка первiсна будь-якого елементарного дробу є елементарною
функцiєю, яку можна визначити через рацiональнi функцiї, логарифми та
арктангенси. Тому, враховуючи сказане вище, можемо стверджувати, що
будь-яка первiсна будь-якої рацiональної функцiї є елементарною фун-
кцiєю.

Кажуть, що функцiя f iнтегрується у скiнченному виглядi або в еле-
ментарних функцiях, коли будь-яка первiсна функцiї f є елементарною
функцiєю. Таким чином, будь-яка дiйсна рацiональна функцiя iнтегрує-
ться в скiнченному виглядi.

1.3.3. Алгоритм вiдшукання невизначеного iнтеграла рацiональ-
ної функцiї. Для обчислення невизначеного iнтеграла вiд довiльної
дiйсної дробово-рацiональної функцiї можна скористатися наступним ал-
горитмом.

1. Якщо дрiб P(x)
Q(x) неправильний, то шляхом дiлення P(x) на Q(x)

видiлити з нього цiлу частину, тобто записати цей дрiб у виглядi
P(x)
Q(x)

= R(x) +
P1(x)
Q1(x)

,

де R(x) – деякий многочлен, а дрiб P1(x)
Q1(x) є правильним.

2. Розкласти многочлен Q1(x) на множники вигляду (x − ak)νk , k ∈
1,n, та (x2 + pkx + qk)µk , k ∈ 1,m, де νk i µk ∈ N, ak, pk i qk є
дiйсними числами i p2

k − 4qk < 0.

3. Кожному множнику (x − ak)νk , k ∈ 1,n, поставити у вiдповiднiсть

суму
νk∑︀
i=1

A(k)
i

(x−ak)i
, а кожному множнику (x2 + pkx + qk)µk , k ∈ 1,n, –

суму
µk∑︀
i=1

B(k)
i x+C(k)

i
(x2+pkx+qk)i

, де A(k)
i , B(k)

i , C(k)
i – невизначенi коефiцiєнти.

4. Записати рiвнiсть P1(x)
Q1(x) =

n∑︀
k=1

νk∑︀
i=1

A(k)
i

(x−ak)i
+

m∑︀
k=1

µk∑︀
i=1

B(k)
i x+C(k)

i
(x2+pkx+qk)i

.

5. Звести праву частину до спiльного знаменника i прирiвняти її чи-
сельник до P1(x), дiставши рiвнiсть двох многочленiв.

6. Використовуючи умови рiвностi двох многочленiв (вiдповiднi кое-
фiцiєнти рiвнi або многочлени в однакових точках набувають одна-
кових значень), знайти невизначенi коефiцiєнти A(k)

i , B(k)
i , C(k)

i .

7. Пiдставити знайденi коефiцiєнти A(k)
i , B(k)

i , C(k)
i у рiвнiсть 4 та про-

iнтегрувати рiвнiсть f (x) = R(x) + P1(x)
Q1(x) .
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Застосуємо вказаний алгоритм до обчислення iнтеграла
w x4 − x − 1

x4 + x2 dx.

1. f (x) = x4−x−1
x4+x2 – неправильний дрiб. Видiлимо цiлу частину:

f (x) =
x4 + x2 − x2 − x − 1

x4 + x2 = 1 − x2 + x + 1
x4 + x2 .

Отже, R(x) = 1 – цiла частина f (x), а

P1(x)
Q1(x)

= −x2 + x + 1
x4 + x2

– дробова частина f (x).
2. Q1(x) = x2(x2 + 1).
3. Множнику x2 вiдповiдає сума A1

x + A2
x2 , а множнику x2 + 1 – один

доданок: B1x+C1
x2+1 , де A1, A2, B1, C1 – невизначенi коефiцiєнти.

4. Маємо:
x2 + x + 1
x4 + x2 =

A1

x
+

A2

x2 +
B1x + C1

x2 + 1
=

=
A1x(x2 + 1) + A2(x2 + 1) + B1x3 + C1x2

x4 + x2 ,

а тому

x2 + x + 1 = A1x(x2 + 1) + A2(x2 + 1) + B1x3 + C1x2.

5. Перший спосiб обчислення невизначених коефiцiєнтiв. Прирiв-
няємо коефiцiєнти при вiдповiдних степенях x.

x3 : 0 = A1 + B1,
x2 : 1 = A2 + C1,
x : 1 = A1,

1 = x0 : 1 = A2

⎫⎪⎬⎪⎭⇔

⎧⎪⎨⎪⎩
A1 = 1,
A2 = 1,
B1 = −A1 = −1,
C1 = 1 − A2 = 0.

Другий спосiб обчислення невизначених коефiцiєнтiв. Надаємо x
рiзних значень.

x = 0 : 1 = A2,
x = −1 : 1 = −2A1 + 2A2 − B1 + C1,

x = 1 : 3 = 2A1 + 2A2 + B1 + C1,
x = −2 : 3 = −10A1 + 5A2 − 8B1 + 4C1

⎫⎪⎬⎪⎭⇔

⎧⎪⎨⎪⎩
A2 = 1,
2C1 + 4A2 = 4,
2A1 + B1 + C1 = 1,
−10A1 − 8B1 + 4C1 = −2

⇔
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⎧⎪⎨⎪⎩
A2 = 1,
C1 = 0,
2A1 + B1 = 1,
5A1 + 4B1 = 1

⇔

⎧⎪⎨⎪⎩
A2 = 1,
C1 = 0,
3A1 = 3,
2A1 + B1 = 1

⇔

⎧⎪⎨⎪⎩
A2 = 1,
C1 = 0,
A1 = 1,
B1 = −1.

Отже, в даному випадку перший спосiб бiльш рацiональний. Заува-
жимо, що другий спосiб обчислення коефiцiєнтiв є зручнiшим вiд першо-
го у випадку, коли знаменник дробу розкладається на лiнiйнi множники,
тобто має дiйснi коренi. Тодi x надають значень цих коренiв.

6. Таким чином, x2+x+1
x4+x2 = 1

x + 1
x2 − x

x2+1 i

f (x) =
x4 − x − 1
x4 + x2 = 1 − 1

x
− 1

x2 +
x

x2 + 1
⇒

w
f (x) dx =

w
dx −

w dx
x

−
w dx

x2 +
w x dx

x2 + 1
=

= x − ln |x| + 1
x

+
1
2

w d(x2 + 1)
x2 + 1

=

= x − ln |x| + 1
x

+
1
2

ln(x2 + 1) + C, x ∈ E,

де E = (0;+∞) або E = (−∞; 0).
1.3.4. Iнтегрування комплексних дробово-рацiональних функцiй.

Розглянемо довiльну комплексну дробово-рацiональну функцiю f (z) =
P(z)
Q(z) , де змiнна z i коефiцiєнти многочленiв P та Q є комплексними
(зокрема, й дiйсними) числами. Тодi iнтегрування таких функцiй навiть
спрощується, у порiвняннi з функцiями дiйсної змiнної.

По-перше, елементарними дробами називають лише функцiї вигляду
1

(z−a)n , де n ∈ N, a ∈ C.
По-друге, алгоритм вiдшукання невизначеного iнтеграла вiд ком-

плексної рацiональної функцiї спроститься, у порiвняннi з наведеним у
пунктi 1.3.3, i набуде вигляду:

1. Якщо дрiб P(z)
Q(z) неправильний, то видiлити цiлу R(z) та дробову

P1(z)
Q1(z)

частини шляхом дiлення P на Q:

P(z)
Q(z)

= R(z) +
P1(z)
Q1(z)

.

2. Розкласти многочлен Q1(z) на множники вигляду (z−ck)νk , де νk ∈
N, k ∈ 1,n.

3. Кожному множнику (z − ck)νk поставити у вiдповiднiсть суму
νk∑︀
l=1

A(k)
l

(z−ck)l
, k ∈ 1,n.
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4. Записати рiвнiсть P1(z)
Q1(z)

=
n∑︀

k=1

νk∑︀
l=1

A(k)
l

(z−ck)l
.

5. Звести праву частину останньої рiвностi до спiльного знаменника
i прирiвняти чисельник одержаного дробу до P1(z).

6. Використовуючи умови рiвностi многочленiв, обчислити невизна-
ченi коефiцiєнти A(k)

l .

7. Пiдставити знайденi коефiцiєнти A(k)
l у рiвнiсть 4 та проiнтегрувати

рiвнiсть f (z) = R(z) + P1(z)
Q1(z)

.

Обчислимо за допомогою наведеного алгоритму iнтеграл
w z4 − z − 1

z4 + z2 dz,

розглянутий у пунктi 1.3.3 для дiйсного z = x.
1. f (z) = z4−z−1

z4+z2 = 1 − z2+z+1
z4+z2 .

2. Q1(z) = z2(z2 + 1) = z2(z + i)(z − i).
3. Множнику z2 вiдповiдає сума A1

z2 + A2
z , множнику (z+ i) – дрiб A3

z+i ,

а множнику (z − i) – дрiб A4
z−i .

4. z2+z+1
z4+z2 = A1

z2 + A2
z + A3

z+i + A4
z−i .

5. z2+z+1
z4+z2 = A1(z+i)(z−i)+A2z(z+i)(z−i)+A3z2(z−i)+A4z2(z+i)

z4+z2 .
6. z2 + z + 1 = A1(z + i)(z − i)+

+A2z(z + i)(z − i) + A3z2(z − i) + A4z2(z + i) ⇒
z = 0 : 1 = A1

z = i : i = A4 · (−1) · 2i ⇔ A4 = − 1
2

z = −i : −i = A3 · (−1) · (−2i) ⇔ A3 = − 1
2

z = 1 : 3 = A1 · 2 + A2 · 2 + A3(1 − i) + A4(1 + i)
⇔ 3 = 2 + 2A2 − 1

2 (1 − i + 1 + i) ⇔
3 = 2 + 2A2 − 1 ⇔ A2 = 1.

7. z4−z−1
z4+z2 = 1 − z2+z+1

z4+z2 = 1 − 1
z2 − 1

z + 1
2 · 1

z+i + 1
2 · 1

z−i ⇒
r z4−z−1

z4−z2 dz =
r

dz −
r dz

z2 −
r dz

z + 1
2

r dz
z+i + 1

2

r dz
z−i =

= z + 1
z − ln z + 1

2 ln(z + i) + 1
2 ln(z − i) + C,

z ∈ C ∖
(︀
{z = x: x 6 0} ∪ {z = x − i: x 6 0} ∪ {z = x + i: x 6 0}

)︀
= D

(див. рис. 1.3.1). Зокрема, якщо z = x > 0, то

ln(z + i) = ln(x + i) = ln |x + i| + i arg(x + i) = ln |x + i| + i arctg
1
x
,

ln(z − i) = ln(x − i) = ln |x − i| + i arg(x − i) = ln |x − i|+
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+i arctg
(︀
−1

x
)︀

= ln |x − i| − i arctg
1
x
.

Rez

Imz

O

Ðèñ. 1.3.1.

�i

i

Тому 1
2

(︀
ln(z+ i)+ ln(z− i)

)︀
= 1

2

(︀
ln |x + i|+ ln |x− i|

)︀
= 1

2 ln(x2 +1) i

r x4−x−1
x4+x2 dx = x + 1

x − ln x + 1
2 ln(x2 + 1) + C, x > 0.

Аналогiчно переконуємося, що
r x4−x−1

x4+x2 dx = x + 1
x − ln(−x) + 1

2 ln(x2 + 1) + C, x < 0.

1.3.5. Iнтегрування деяких iррацiональних алгебраїчних фун-
кцiй. Нехай f – деяка iррацiональна (тобто така, що не є рацiональ-
ною) функцiя дiйсної або комплексної змiнної x. Якщо для обчислення
значень f (x) цiєї функцiї можна спочатку обчислити значення uk = uk(x),
k ∈ 1,n, а з них та з деяких сталих за допомогою скiнченної кiль-
костi арифметичних операцiй дiстати значення f (x), то кажуть, що f
є рацiональною функцiєю змiнних uk, k ∈ 1,n, i записують f (x) =
R(u1,u2, . . . ,un).

Наприклад, f (x) = x−
√

x+ 3√x
1+x−2

√
x є iррацiональною функцiєю змiнної x,

але рацiональною функцiєю змiнних u1 = x, u2 =
√

x i u3 = 3
√

x, тобто
f (x) = R(x,

√
x, 3
√︀

x). Якщо врахувати, що x = ( 6
√

x)6,
√

x = ( 6
√

x)3, а
3
√

x = ( 6
√

x)2, коли x > 0 (для комплексного x ця умова набуває вигля-
ду x ̸= Re x 6 0), то можна вважати f рацiональною функцiєю однiєї
змiнної u = 6

√
x.

Зауважимо, що обчислення iнтегралiв вiд деяких iррацiональних фун-
кцiй можна звести за допомогою певних пiдстановок до iнтегрування
рацiональних функцiй.

У таблицi 1 указано деякi класи таких iррацiональних функцiй та
методи їх iнтегрування.

Зауважимо, що iррацiональнi функцiї y = f (x), x ∈ ⟨a; b⟩, наведе-
нi у таблицi 1, є водночас так званими алгебраїчними функцiями, тобто
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такими, що є розв’язками (вiдносно y) рiвняння вигляду

a0 + a1y + . . . + anyn = 0,

де n ∈ N – фiксоване число, а коефiцiєнти ak = ak(x), k ∈ 0,n, є задани-
ми многочленами.

Iррацiональнi функцiї, що не є алгебраїчними, називають трансцен-
дентними.

Таблиця 1
Функцiя Додатковi умови Можливий метод iнтегруван-

ня
f (x) = R(u1, u2, . . . , ur),

uk =
(︀ ax+b

cx+d

)︀ mk
nk ,

k ∈ 1, r

ad − bc ̸= 0, mk ∈ Z,
nk ∈ N ∀k ∈ 1, r

Пiдстановка:
ax+b
cx+d = tp,

де p = HCK(n1, n2, . . . , nr)

f (x) = xm(a + bxn)p ab ̸= 0, m, n i p ∈ Q.
f iнтегрується у скiн-
ченному виглядi тодi й
тiльки тодi, коли ви-
конується хоча б одна
з умов: 1) p ∈ Z, 2)
m+1

n ∈ Z,
або 3) m+1

n + p ∈ Z

Пiдстановки Чебишова:
1) x = tk, де k – спiльний зна-
менник m i n;
2) a+bxn=ts, де s – знамен-
ник p;
3) a + bxn = tsxn, де s – зна-
менник p

f (x)=R(x,
√

ax2+bx+c) a ̸= 0, b2 − 4ac ̸= 0
та iснує iнтервал
(α; β), для якого
ax2 + bx + c > 0, коли
x ∈ (α; β)

Пiдстановки Ейлера:
1)

√
ax2 + bx + c = t −

√
ax,

коли a > 0;
2)

√
ax2 + bx + c = xt −

√
c,

коли a < 0 i c > 0;
3)

√
ax2 + bx + c = t(x−x0),

коли x0 – один з дiйсних ко-
ренiв тричлена ax2 + bx + c

За допомогою кожної з указаних у таблицi 1 пiдстановок обчислення
iнтеграла вiд заданої iррацiональної функцiї f зводиться до обчислення
iнтеграла вiд деякої рацiональної функцiї.

Проiлюструємо це для для iнтеграла
r

xm(a + bxn)p dx, який назива-
ють iнтегралом вiд диференцiального бiнома або вiд бiномiального ди-
ференцiала. Розглянемо випадок 3).

Отже, нехай m+1
n + p ∈ Z i a + bxn = tsxn, або ax−n + b = ts, де s

– знаменник p, тобто sp ∈ Z. Тодi x = a
1
n (ts − b)−

1
n , dx = − s

na
1
n (ts −

b)−
1
n−1ts−1 dt iw

xm(a + bxn)p dx =
w

xm+np(ax−n + b)p dx =

=
w

a
m
n +p(ts − b)−

m
n −ptsp(− s

n
)a

1
n (ts − b)−

1
n−1ts−1 dt =
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= − s
n
a

m+1
n +p

w
(ts − b)−( m+1

n +p+1)tsp+s−1 dt,

а це вже iнтеграл вiд рацiональної функцiї.
Мiркування для iнших пiдстановок таблицi 1 не є складнiшими вiд

наведених.
1.3.6. Iнтегрування деяких трансцендентних функцiй. У таблицi

2 наведено деякi класи трансцендентних функцiй та вказано методи iн-
тегрування цих функцiй.

Таблиця 2

Функцiя Додатковi умови Можливий метод iнтегрува-
ння

f (x) = P(x)ϕ(x) P(x) – многочлен, ϕ(x)
– це eax або cos ax, або
sin ax

Iнтегрування частинами:
u = P(x), dv = ϕ(x) dx

P(x) – многочлен, ϕ(x)
– це ln x або arcsin ax,
або arccos ax, або
arctg ax, або arcctg ax

Iнтегрування частинами:
u = ϕ(x), dv = P(x) dx

f (x) = R(eax) a ̸= 0 Пiдстановка: eax = t
f (x) = R(sin ax, cos ax)
= R1(tg ax

2 )
a ̸= 0 Унiверсальна пiдстановка:

tg ax
2 = t

f (x) = R(sin ax, cos ax) R(−u, v) = −R(u, v),
a ̸= 0

Пiдстановка: cos ax = t

f (x) = R(sin ax, cos ax) R(u,−v) = −R(u, v),
a ̸= 0

Пiдстановка: sin ax = t

f (x) = R(sin ax, cos ax) R(−u,−v) = R(u, v),
a ̸= 0

Пiдстановки:
tg ax = t або ctg ax = t

f (x) = sinν x cosµ x ν i µ рацiональнi, але не
є одночасно цiлими

Пiдстановка: sin2 x = t

f (x) = α(x)β(x) α(x) – це cos ax або
sin ax, β(x) – це cos bx
або sin bx, a ̸= 0, b ̸= 0

Перетворити добуток
α(x)β(x) на суму, на-
приклад: sin ax cos bx =
1
2 (sin(a + b)x + sin(a− b)x)
i т. iн.

f (x) = α(x)β(x) α(x) – це eax, β(x) – це
cos bx або sin bx, a ̸= 0,
b ̸= 0

Двiчi застосувати iнтегрува-
ння частинами, кожного ра-
зу позначаючи u = eax

За наведеними в таблицi 2 методами iнтегрування зводять обчисле-
ння iнтеграла вiд трансцендентної функцiї f до обчислення iнтегралiв
розглянутих вище типiв. Проiлюструємо це на деяких прикладах.

1. Розглянемо iнтеграл
r

R(sin ax, cos ax) dx, a ̸= 0. Застосуємо до
нього унiверсальну пiдстановку з таблицi 2: t = tg ax

2 . Звiдси знаходимо
ax
2 = arctg t, x = 2

a arctg t, dx = 2
a

dt
1+t2 .
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Оскiльки

sin ax =
2 sin ax

2 cos ax
2

sin2 ax
2 + cos2 ax

2

=
2 tg ax

2

tg2 ax
2 + 1

=
2t

1 + t2
,

cos ax =
cos2 ax

2 − sin2 ax
2

cos2 ax
2 + sin2 ax

2

=
1 − tg2 ax

2

1 + tg2 ax
2

=
1 − t2

1 + t2
,

то
w

R(sin ax, cos ax) dx =
w

R
(︂

2t
1 + t2

,
1 − t2

1 + t2

)︂
2
a

dt
1 + t2

.

Останнiй iнтеграл є iнтегралом вiд рацiональної функцiї змiнної t.
2. Розглянемо iнтеграл I =

r
eax cos bx dx, де a ̸= 0 i b ̸= 0. Викори-

стовуючи метод iнтегрування частинами, дiстанемо:

I =

⃒⃒⃒⃒
u = eax du = aeax dx
dv = cos bx dx v = 1

b sin bx

⃒⃒⃒⃒
=

= eax 1
b

sin bx − a
b

w
eax sin bx dx =

=

⃒⃒⃒⃒
u = eax du = aeax dx
dv = sin bx dx v = − 1

b cos bx

⃒⃒⃒⃒
=

= eax 1
b

sin bx − a
b

(︀
−eax 1

b
cos bx +

a
b

w
eax cos bx dx

�
=

= eax 1
b

sin bx +
a
b2 eax cos bx − a2

b2 I ⇒

(1 +
a2

b2 )
w

eax cos bx dx =
eax

b2 (b sin bx + a cos bx) ⇒
w

eax cos bx dx =
eax

a2 + b2 (b sin bx + a cos bx) + C.

Зауважимо, що наведенi в таблицях 1 та 2 методи iнтегрування мо-
жливi, але не єдинi. На практицi може виявитися, що для обчислення
того чи iншого iнтеграла вказаний в таблицях 1 та 2 метод не є най-
кращим. Наприклад, для обчислення iнтеграла

r
tg2 x dx можна було б

застосувати вказану в таблицi 2 пiдстановку tg x = t. Але це не доцiльно,
оскiльки

tg2 x =
sin2 x
cos2 x

=
1 − cos2 x

cos2 x
=

1
cos2 x

− 1

i тому
w

tg2 x dx =
w dx

cos2 x
−
w

dx = tg x − x + C.
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1.3.7. Приклади неелементарних функцiй. Зауважимо, що не ко-
жна елементарна функцiя iнтегрується в скiнченному виглядi. Напри-
клад, кожен з наведених нижче iнтегралiв 1) – 5) не обчислюється у
скiнченному виглядi:

1)
zr

0

du
ln u =: li z – iнтегральний логарифм;

2)
zr

0

sin u
u du =: si z – iнтегральний синус;

3) 2√
π

zr

0
e−x2

dx – iнтеграл ймовiрностi;

4)
zr

0
sin x2 dx i

zr

0
cos x2 dx – iнтеграли Френеля;

5)
zr

0

dx√
(1−x2)(1−k2x2)

,
zr

0

x2 dx√
(1−x2)(1−k2x2)

i
zr

0

dx
(1+hx2)

√
(1−x2)(1−k2x2)

, 0 < k <

1 – елiптичнi iнтеграли вiдповiдно 1-го, 2-го та 3-го роду;

6)
ϕr

0

dt√
1−k2 sin2 t

,
ϕr

0

È
1 − k2 sin2 t dt i

ϕr

0

dt
(1+h sin2 t)

√
1−k2 sin2 t

, 0 < k < 1 –

елiптичнi iнтеграли вiдповiдно 1-го, 2-го та 3-го роду у формi Лежан-
дра.

Вказанi iнтеграли та багато iнших, що не обчислюються в скiнчен-
ному виглядi, вiдiграють у математицi важливу роль. Тому важливими
є й методи обчислення цих iнтегралiв. Один з таких методiв – метод
розвинення функцiї у степеневий ряд. Суть цього методу визначається
формулою:

zw

z0

∞∑︁
k=0

ak(u − z0)k du =
∞∑︁
k=0

ak

zw

z0

(u − z0)k du =

=
∞∑︁
k=0

ak
(z − z0)k+1

k + 1
, z ∈ K = {z: |z − z0| < R}, (2)

коли радiус збiжностi даного степеневого ряду R > 0.
Застосуємо формулу (2) до обчислення iнтегрального синуса. Маємо:

sin z
z

=
1
z

∞∑︁
k=0

(−1)k
z2k+1

(2k + 1)!
=

∞∑︁
k=0

(−1)k
z2k

(2k + 1)!
⇒

si z =
zw

0

sinu
u

du =
∞∑︁
k=0

(−1)k
1

(2k + 1)!

zw

0

u2k du =

=
∞∑︁
k=0

(−1)k
z2k+1

(2k + 1)!(2k + 1)
∀z ∈ C.
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За цiєю формулою можна обчислити iнтегральний синус в будь-якiй
точцi z з будь-якою точнiстю.

1.3.8. Використання комп’ютерних засобiв математики. У дано-
му пунктi розглянемо вiдшукання первiсної в аналiтичному виглядi.

1.3.8.1. Використання Gran1. Програма Gran1 не призначена для
символьних перетворень, а лише для чисельних розрахункiв i вiзуально-
го зображення деяких математичних об’єктiв.

1.3.8.2. Використання Maxima. Як показує практика, бiльшiсть не-
визначених iнтегралiв, якi поданi у задачниках, можна обчислити за до-
помогою команди integrate(f(x),x), розглянутої ранiше. Певною мiрою це
зумовлено тим, що цi iнтеграли вiдносно нескладнi. Проте iнодi вини-
кає потреба мати простiший результат, нiж отриманий за допомогою
Maxima. При цьому спрощення виданої вiдповiдi за командами ratsimp,
radcan, factor, expand, trigsimp, trigexpand, trigreduce тощо не завжди дає
бажаний результат. У таких випадках бiльш ефективними є: перетворе-
ння пiдiнтегральної функцiї, застосування тiєї чи iншої пiдстановки або
методу iнтегрування частинами. Зупинимося саме на таких моментах.

Почнемо з iнтегрування рацiональних функцiй f (x) = P(x)
Q(x) . Згiдно з

алгоритмом, наведеним у пунктi 1.3.3, потрiбно спочатку видiлити цiлу
частину i правильний дрiб. У Maxima є команда divide(P(x),Q(x),x), за
якою можна знайти частку R(x) i остачу P1(x) вiд дiлення многочлена
P(x) на Q(x).

Так, якщо P(x) = x8 − x7 + x4 − 3x2 − x + 1, а Q(x) = x6 + x2, то
командою

(%i1) divide((x^8-x^7+x^4-3*x^2-x+1),(x^6+x^2),x);
буде знайдено частку i остачу вiд дiлення P(x) на Q(x) у виглядi списку

(%o1) [x2 − x, x3 − 3 x2 − x + 1]
Крiм того, у Maxima є команда partfrac(f(x),x), за якою дрiб f (x) роз-

кладається на суму нескоротних дробiв, елементарних над полем Q. При
цьому також видiляється цiла частина.

Наприклад, узявши тi самi многочлени, що й ранiше, розкладемо дрiб
P(x)/Q(x) на бiльш простi дроби:

(%i2) partfrac((x^8-x^7+x^4-3*x^2-x+1)/(x^6+x^2),x);
(%o2) x3−x2+x−3

x4+1 + x2 − x − 1
x + 1

x2

Часто пiсля спрощення рацiональної функцiї за командою partfrac мо-
жна одразу переходити до iнтегрування, навiть якщо одержанi дроби не
є елементарними над полем R.

Припустимо, що треба обчислити iнтеграл

I =
w x11 dx

x8 + 3x4 + 2
.

Для цього спочатку виконаємо команду
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(%i3) partfrac(x^11/(x^8+3*x^4+2),x);
(%o3) − 4 x3

x4+2 + x3

x4+1 + x3

Як бачимо, такий розклад пiдiнтегральної функцiї дозволяє знайти по-
трiбний iнтеграл майже усно:

I =
1
4
x4 +

1
4

ln(x4 + 1) − ln(x4 + 2) + C.

Далi за алгоритмом iнтегрування рацiональної функцiї йде розклада-
ння знаменника правильного дробу P1(x)/Q1(x) на незвiднi над R мно-
жники. З алгебри вiдомо, що ця задача у загальному випадку нерозв’я-
зна. Її можна розв’язати лише у деяких простiших випадках. Зокрема, у
Maxima є команда factor(Q(x)), за якою можна розкласти многочлен Q(x)
на незвiднi множники над полем Q. Наприклад,

(%i4) factor(10*x^4-39*x^3+80*x^2-108*x+63);
(%o4) (2 x − 3) (5 x − 7) (x2 − x + 3)
(%i5) factor(x^4+5*x^3+6*x^2-x-3);
(%o5) (x + 1) (x + 3)

(︀
x2 + x − 1

�
У рядку (%o4) одержали розклад многочлена 10 x4 − 39 x3 + 80 x2 −

108 x + 63 i над Q, i над R. А для многочлена x4 + 5 x3 + 6 x2 − x − 3
розклад над Q (див. рядок (%o5)) ще не є розкладом над R, оскiльки
многочлен x2 − x + 1 у свою чергу розкладається на лiнiйнi множники,
тiльки з iррацiональними коефiцiєнтами.

Коли за командою factor не вдається розкласти многочлен над по-
лем R, то можна спробувати зробити це по-iншому. Одним iз способiв
є використання команди solve(Q(x)), за якою знаходять у точному ви-
глядi усi комплекснi коренi Q(x), коли це можливо. Як вiдомо, кожному
дiйсному кореню Xj вiдповiдає лiнiйний множник x − Xj, а парi ком-
плексних спряжених коренiв Xk та Xl вiдповiдає квадратичний множник
x2 + px + q = (x − Xk)(x − Xl).

Наприклад, знайдемо незвiднi множники многочлена x4+2. Для цього
знайдемо спочатку його коренi:

(%i6) solve(x^4+2), rectform;
(за додатковою командою rectform забезпечується виведення компле-
ксних коренiв в алгебраїчнiй формi)

(%o6) [x = i

2
1
4
− 1

2
1
4
, x = − i

2
1
4
− 1

2
1
4
, x = 1

2
1
4
− i

2
1
4
, x = i

2
1
4

+ 1

2
1
4
]

Виведенi коренi є попарно спряженi. Перемножимо вiдповiднi пари ви-
разiв x − Xk та x − Xk i розкриємо дужки. При введеннi нових виразiв
можна копiювати фрагменти формул з вiкна виведення.

(%i7) (x-(%i/2^(1/4)-1/2^(1/4)))*(x-(-%i/2^(1/4)-1/2^(1/4))), expand;
(%o7) x2 + 2

3
4 x +

√
2

(%i8) (x-(1/2^(1/4)-%i/2^(1/4)))*(x-(%i/2^(1/4)+1/2^(1/4))), expand;
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(%o8) x2 − 2
3
4 x +

√
2

Таким чином, x4 + 2 = (x2 + 2
3
4 x +

√
2)(x2 − 2

3
4 x +

√
2).

Наступним кроком алгоритму iнтегрування рацiональної функцiї є
розкладання правильного дробу P1(x)/Q1(x) на елементарнi дроби. Як
зазначалося вище, у випадку iснування такого розкладу над полем Q
його можна знайти за допомогою команди partfrac(P1(x),Q1(x),x). При
цьому многочлени можуть бути i з буквеними коефiцiєнтами.

Розглянемо, для прикладу, таку задачу. Потрiбно встановити, коли
iнтеграл

w ax2 + bx + c
x3(x − 1)2

dx

виражається через рацiональну функцiю.
Застосуємо до пiдiнтегральної функцiї команду partfrac:
(%i9) partfrac((a*x^2+b*x+c)/(x-1)^2/x^3,x);
(%o9) 3 c+2 b+a

x + 2 c+b
x2 + c

x3 + −3 c−2 b−a
x−1 + c+b+a

(x−1)2

Пiсля цього розв’язок задачi виглядає очевидним: шукана первiсна
буде рацiональною тодi й тiльки тодi, коли a + 2b + 3c = 0.

Однак, за командою partfrac не завжди вдається розкласти дрiб на
елементарнi дроби (див. рядок (%o2)). Крiм того, часто необхiдно наво-
дити детальний хiд розв’язування задачi, у тому числi процесу розклада-
ння дробу на елементарнi дроби. В цiй ситуацiї Maxima також може бути
ефективно застосована. Адже коли знаменник дробу розкладений на про-
стi множники, неважко написати формальний розклад з невизначеними
коефiцiєнтами. Залишається лише знайти цi коефiцiєнти за допомогою
комп’ютера.

Повернемося до дробу

x3 − x2 + x − 3
x4 + 1

,

одержаного в рядку (%o2), i розкладемо його на елементарнi дроби.
Оскiльки x4 + 1 = (x2 + 1)2 − 2x2 = (x2 −

√
2x + 1)(x2 +

√
2x + 1),

то згiдно з п. 3 алгоритму iнтегрування рацiональної функцiї

x3 − x2 + x − 3
x4 + 1

=
Ax + B

x2 −
√

2x + 1
+

Cx + D
x2 +

√
2x + 1

.

Отже, вводимо у комп’ютер
(%i10) (A*x+B)/(x^2-sqrt(2)*x+1)+(C*x+D)/(x^2+sqrt(2)*x+1);
(%o10) D+x C

x2+
√

2 x+1
+ B+x A

x2−
√

2 x+1
Зведемо тепер цей вираз до спiльного знаменника, згрупувавши при цьо-
му в чисельнику коефiцiєнти при x:

(%i11) ratsimp(%,x);

(%o11)
x (−

√
2 D+C+

√
2 B+A)+x2 (D−

√
2C+B+

√
2 A)+D+x3 (C+A)+B

x4+1
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Прирiвняємо коефiцiєнти при однакових степенях x у чисельнику даного
дробу i початкового. З отриманих рiвностей складемо систему (список) i
розв’яжемо її за командою solve. При цьому доцiльно скопiювати потрi-
бнi вирази з рядка (%o8) i вставити у рядок введення.

(%i12) solve([C+A=1, D-sqrt(2)*C+B+sqrt(2)*A=-1,
-sqrt(2)*D+C+sqrt(2)*B+A=1, B+D=-3]);

(%o12) [[D = − 3
2 ,B = − 3

2 ,C = −
√

2−1
2 ,A =

√
2+1
2 ]]

Коефiцiєнти знайдено, а отже, задачу розв’язано.
Розглянемо тепер iнтегрування iррацiональних функцiй.
В цiлому за допомогою Maxima легко обчислюються iнтеграли вiд

найпростiших iррацiональностей i диференцiальних бiномiв. При iнте-
груваннi квадратичних iррацiональностей досить часто за допомогою
Maxima не вдається отримати вiдповiдь. Дробово-лiнiйнi iррацiональ-
ностi, якi мiстять коренi степеня n > 2, за командою integrate проiнте-
грувати часто не вдається. Але одразу зазначимо, що в Maxima є засоби
реалiзацiї методiв пiдстановки та iнтегрування частинами, за допомогою
яких можна розв’язати бiльшiсть проблем з обчисленням iнтегралiв.

Для того щоб перейти в iнтегралi
r

f (x) dx до нової змiнної t, яка за-
довольняє рiвнiсть G(x, t) = 0, зокрема x = g(t), слiд виконати команду
changevar(’integrate(f(x),x),G(x,t),t,x). Апостроф ставиться для того, щоб
iнтеграл спочатку не обчислювався. Для бiльшої наочностi цю команду
краще виконувати за кiлька крокiв:

1) ввести заданий iнтеграл I:’integrate(f(x),x);

2) явно виразити попередню змiнну через нову g(t):solve(G(x,t),x);

3) виконати замiну: changevar(I,x=g(t),t,x).

У результатi буде виведено новий iнтеграл (скажiмо, I1) вiд змiнної t
у необчисленiй формi. Щоб обчислити його, потрiбно задати команду I1,
nouns – з клавiатури або через меню

Спростити > Обчислити необчислюванi (noun) форми .
Пiсля цього можна повернутися до попередньої змiнної, знайшовши

обернену пiдстановку t = h(x) за командою h(x):solve(G(x,t),t), i задавши
команду I1, t=h(x) або subst(h(x),t,I1).

Перезапустивши сеанс Maxima, обчислимо кiлька iнтегралiв, якi без
спрощення не беруться.

w dxÈ
(x − 1)3(x − 2)

=?

(%i1) integrate(1/sqrt((x-1)^3*(x-2)),x);
(%o1)

r
1√

(x−2) (x−1)3
dx
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Спробуємо спростити пiдiнтегральну функцiю за командою спрощуван-
ня виразiв з радикалами:

(%i2) radcan(%);
(%o2)

r
1

√
x−2 (x−1)

3
2
dx

Обчислення цього iнтеграла завершується успiшно:
(%i3) %,nouns;

(%o3) 2
√

x2−3 x+2
x−1

Отже, даний iнтеграл вдалося обчислити пiсля деякого перетворення
пiдiнтегральної функцiї. З таким же успiхом можна було просто задати
команду integrate(1/sqrt((x-1)*(x-2))/(x-1),x), у якiй (x− 1) винесено з-пiд
знаку кореня.

w
3

Ê
(x + 1)2

(x − 1)5
dx =?

(%i4) integrate(((x+1)^2/(x-1)^5)^(1/3),x);

(%o4)
r (x+1)

2
3

(x−1)
5
3
dx

Оскiльки це дробово-лiнiйна iррацiональнiсть, зробимо замiну змiнної
(%i5) changevar(%,(x+1)/(x-1)=t^3,t,x);
(%o5) −3

r t4
t3−1dt

Отриманий iнтеграл уже обчислюється:
(%i6) %,nouns;

(%o6) −3
�
− log(t2+t+1)

6 +
atan
(︀

2 t+1√
3

)︀
√

3
+ log(t−1)

3 + t2
2

�
Зрозумiло, що тут t = 3

È
x+1
x−1 , але в такому складному виразi недоцiльно

повертатися до попередньої змiнної у явному виглядi.
w dx

x +
√

x2 + x + 1
=?

(%i7) integrate(1/(x+sqrt(x^2+x+1)),x);
(%o7)

r
1√

x2+x+1+x
dx

Виконаємо першу пiдстановку Ейлера, розкриваючи корiнь, оскiльки при
наявностi кореня за допомогою Maxima виразити x через t не вдається:

(%i8) changevar(%,x^2+x+1=(t-x)^2,t,x);
(%o8)

r
2 t2+2 t+2
4 t3+4 t2+t dt

(%i9) %,nouns
(%o9) − 3 log(2 t+1)

2 + 2 log (t) + 3
4 t+2

Виконаємо обернену пiдстановку:
(%i10) %,t=x+sqrt(x^2+x+1);
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(%o10) − 3 log(2 (
√

x2+x+1+x)+1)
2 + 2 log

(︀√
x2 + x + 1 + x

�
+

3
4 (

√
x2+x+1+x)+2

Це i є остаточна вiдповiдь.
Цiкаво поекспериментувати з даним iнтегралом. Крiм першої, до ньо-

го можна застосувати також другу пiдстановку Ейлера:
√

x2 + x + 1 =
tx− 1. На цей раз за допомогою комп’ютера виразимо спочатку x, потiм
dx i пiдiнтегральну функцiю через нову змiнну t.

(%i11) solve(x^2+x+1=(t*x-1)^2,x);
(%o11) [x = 2 t+1

t2−1 , x = 0]
Зрозумiло, що x = 0 – стороннiй корiнь. Знайдемо dx за допомогою опе-
ратора диференцiювання del, який можна застосовувати як до функцiй,
так i до рiвнянь.

(%i12) del(x=(2*t+1)/(t^2-1));
(%o12) del

(︀
x = 2 t+1

t2−1

�
(%i13) %,nouns;

(%o13) del (x) =
�

2
t2−1 − 2 t (2 t+1)

(t2−1)2

�
del (t)

Дещо спростимо цей вираз:
(%i14) factor(%);

(%o14) del (x) = − 2 (t2+t+1) del(t)
(t−1)2 (t+1)2

Виразимо пiдiнтегральну функцiю f (x) через t i спростимо:
(%i15) subst((2*t+1)/(t^2-1),x,1/(x+sqrt(x^2+x+1))),radcan;
(%o15) t−1

t+2
Розглянемо тепер нову пiдiнтегральну функцiю вiдносно змiнної t:

(%i16) -(t-1)/(t+2)*(2*(t^2+t+1))/((t-1)^2*(t+1)^2);

(%o16)
2 (1−t) (t2+t+1)

(t−1)2 (t+1)2 (t+2)
(%i17) ratsimp(%);

(%o17) − 2 (t2+t+1)
(t−1) (t+1)2 (t+2)

Звiдси вже видно, що друга пiдстановка Ейлера привела до складнiшої
рацiональної функцiї, нiж перша. Дещо складнiшим виглядає i результат
iнтегрування:

(%i18) integrate(%,t);
(%o18) −2

(︀
− log (t + 2) + 3 log(t+1)

4 + log(t−1)
4 + 1

2 t+2

�
,

де t = 1
x (1 +

√
x2 + x + 1).

Серед трансцендентних функцiй теж достатньо часто трапляються та-
кi, якi неможливо проiнтегрувати тiльки за допомогою команди integrate.
Для прикладу, спробуємо знайти ще кiлька iнтегралiв.w √

1 + sin x dx =?
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(%i19) integrate(sqrt(1+sin(x)),x);
(%o19)

r √︀
sin (x) + 1 dx

Iнтеграл повернуто у необчисленому виглядi. Тому зробимо у ньому за-
мiну змiнної sin x = t:

(%i20) changevar(%,sin(x)=t,t,x);
solve: using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.
(%o20)

r
1√
1−t

dt
Миттєво дiстали досить простий iнтеграл. При цьому було виведено по-
передження, що для обчислення невiдомого x за вiдомим t використано
обернену тригонометричну функцiю i деякi розв’язки втрачено. Простi-
ше кажучи, було взято x = arcsin t. Завершимо розв’язування:

(%i21) %,nouns,t=sin(x);
(%o21) −2

√︀
1 − sin (x)

w 2x dx√
4x + 1

=?

(%i22) integrate(2^x/sqrt(4^x+1),x);
(%o22)

r
2x

√
4x+1

dx
Перетворимо пiдiнтегральну функцiю:

(%i23) radcan(%);
(%o23)

r
2x

√
22 x+1

dx
i спробуємо проiнтегрувати ще раз:

(%i24) %,nouns;

(%o24)
asinh(2x)

log(2)
Тепер iнтеграл обчислено. Щоб перейти вiд оберненої гiперболiчної фун-
кцiї до логарифмiчної, застосуємо функцiю logarc:

(%i25) logarc(%);

(%o25)
log(

√
22 x+1+2x)
log(2)

Нарештi, розглянемо деякi випадки, коли доцiльно застосувати ме-
тод iнтегрування частинами. У Maxima немає вбудованої команди для
iнтегрування частинами, але її легко створити самостiйно i зберегти в
окремому файлi для подальшого використання. У комплектi з Maxima
розповсюджується багато додаткових пакетiв, призначених для розв’я-
зування тих чи iнших задач. Зокрема, серед них є пакет bypart.mac,
який мiстить всього одну команду – команду iнтегрування частинами
для невизначеного iнтеграла

r
f (x) dx =

r
u(x)v′(x) dx. Вона має ви-

гляд byparts(f(x),x,u(x),v’(x)), а результатом її виконання є F(x) – первiсна
функцiї f (x). Для використання пакету його потрiбно спочатку заванта-
жити за командою load(bypart).
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Наприклад, порiвняємо результати безпосереднього iнтегрування та
iнтегрування частинами при обчисленнi iнтеграла

r
ln cos x
cos2 x dx:

(%i1) f:log(cos(x))/sin(x)^2$
(%i2) integrate(f,x);

Не будемо наводити ту громiздку вiдповiдь, яка з’явиться у рядку (%o2).
Натомiсть спростимо її за допомогою команд trigsimp(%); logcontract(%);
trigsimp(%), пiсля чого дiстанемо

(%o5)
(cos(2 x)−1) log(4 sin(x)2)+2 x sin(2 x)

2 cos(2 x)−2
Тепер знайдемо цей самий iнтеграл частинами, завантаживши попе-

редньо пакет bypart:
(%i6) load(bypart)$
(%i7) byparts(f,x,x,1/sin(x)^2);
(%o7) log (sin (x)) − x

tan(x)
Очевидно, що при iнтегруваннi частинами вийшов набагато простi-

ший результат.
При застосуваннi команди byparts iнтеграл

r
u dv автоматично об-

числюється i немає змоги побачити самi частини формули. А iнодi за
допомогою цiєї команди не вдається обчислити, здавалося б, досить не-
складний iнтеграл.

Наприклад, iнтеграл
r

ln(x+
√

1 + x2) dx за командою integrate знайти
не вдається. Неважко перевiрити, що за методом iнтегрування частинами
цей iнтеграл обчислити легко. Але й за командою byparts його обчислити
не вдається. Виявляється, у файлi bypart.mac цю команду визначено так:

byparts(exp,x,u,dv):=(dv:integrate(dv,x),u*dv-integrate(dv*diff(u,x,1),x));
Аналiзуючи це означення, можна зробити такi висновки: 1) перший ар-
гумент exp нiяк не використовується; 2) застосування команди diff(u,x,1),
призначеної для обчислення похiдної u′(x), може приводити до складних
виразiв, що i є причиною невдач при iнтегруваннi; 3) перед другою ко-
мандою integrate доцiльно поставити апостроф, щоб спочатку iнтегралr

v du не обчислювався.
У зв’язку з цим доцiльно створити нову команду iнтегрування части-

нами:
byparts1(x,u,dv):=(dv:integrate(dv,x),u*dv-’integrate(dv*rat(diff(u,x)),x));

i зберегти її у файл bypart1.mac. Тут врахованi вiдмiченi вище зауважен-
ня, зокрема похiдна u′(x) спрощується до канонiчної рацiональної форми
за командою rat, а задавати саму функцiю f(x) не потрiбно.

Застосуємо таку команду byparts1 до поки що не знайденого iнтегралаw
ln(x +

√︀
1 + x2) dx.

(%i8) load(bypart1)$
(%i9) byparts1(x,log(x+sqrt(1+x^2)),1);
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(%o9) x log(
√

x2 + 1 + x) −
r x√

x2+1
dx

(%i10) %,nouns
(%o10) x log(

√
x2 + 1 + x) −

√
x2 + 1

На цей раз команду iнтегрування частинами виконано успiшно.
Виявляється, можна було б обчислити цей iнтеграл i за командою

integrate, якби його задали у виглядi
r

ln(x+
√

1 + x2) dx =
r

arsh(x) dx:
(%i11) integrate(asinh(x),x);
(%o11) x asinh (x) −

√
x2 + 1

З такою ж легкiстю обчислюється й iнтегралw
ln2(x +

√︀
1 + x2) dx =

w
arsh2(x) dx:

(%i12) integrate(asinh(x)^2,x);
(%o12) x asinh (x)2 − 2

√
x2 + 1 asinh (x) + 2 x

Але далеко не кожен логарифм, схожий на попереднiй, можна вира-
зити через обернену гiперболiчну функцiю, i тодi цей спосiб виявиться
непридатним. Наприклад, обчислимо iнтеграл

r
ln(1 +

√
x2 + 1) dx.

По-перше, почнемо з iнтегрування частинами:
(%i13) byparts1(x,log(1+sqrt(1+x^2)),1);
(%o13) x log(

√
x2 + 1 + 1) −

r x2
√

x2+1+x2+1
dx

Iнтеграл у правiй частинi за командою nouns не вдається обчислити. То-
му обчислимо його окремо. Його можна рацiоналiзувати за допомогою
першої чи другої пiдстановки Ейлера. Але найпростiше зробити гiпер-
болiчну пiдстановку x = sh t. Отже,

(%i14) integrate(x^2/(sqrt(x^2+1)+x^2+1),x);
(%o14)

r x2
√

x2+1+x2+1
dx

(%i15) changevar(%,x=sinh(t),t,x);

(%o15)
r cosh(t) sinh(t)2√

sinh(t)2+1+sinh(t)2+1
dt

(%i16) trigsimp(%);
(%o16)

r
cosh (t) − 1 dt

(%i17) %,nouns
(%o17) sinh (t) − t

Зробимо обернену пiдстановку:
(%i18) %,t=asinh(x);
(%o18) x − asinh (x)
(%i19) logarc(%)
(%o19) x − log(

√
x2 + 1 + x)

Запишемо вiдповiдь, враховуючи (%o13) i (%o19):
(%i20) x*log(sqrt(x^2+1)+1)-x+log(sqrt(x^2+1)+x);
(%o20) log(

√
x2 + 1 + x) + x log(

√
x2 + 1 + 1) − x

Перевiримо результат диференцiюванням:
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(%i21) diff(%,x);

(%o21) log(
√

x2 + 1 + 1) +
x√
x2+1

+1
√

x2+1+x
+ x2

√
x2+1 (

√
x2+1+1)

− 1

(%i22) ratsimp(%);
(%o22) log(

√
x2 + 1 + 1)

Перевiрка пройшла успiшно. Але необхiдно зауважити, що так буває
не завжди, оскiльки похiдну вiд первiсної не завжди вдається спростити
до її збiгу з пiдiнтегральною функцiєю. Слiд зауважити, що проблема
спрощування виразiв досить складна i з цим поки що треба змиритися.

Метод iнтегрування частинами можна також успiшно застосовувати
для виведення рекурентних формул. Покажемо, як це робиться, напри-
клад, для iнтеграла

Jn =
w

xa lnn x dx, n = 2, 3, . . . , a ̸= −1.

(%i23) byparts1(x,log(x)^n,x^a);
Is a+1 zero or nonzero? n;

(%o23) xa+1 log(x)n

a+1 − n
r

xa log(x)n−1dx
a+1

Звiдси випливає, що

Jn =
xa+1

a + 1
lnn x − n

a + 1
Jn−1.

1.3.9. Завдання для виконання за допомогою комп’ютера.

1. Знайти область визначення кожного елементарного дробу та його
невизначеного iнтеграла у випадку дiйсної та комплексної змiнної.

2. Зобразити графiк кожної неелементарної функцiї з пункту 1.3.7 i
обчислити значення цих функцiй для деяких дiйсних та компле-
ксних z.

3. Зобразити графiк функцiї f (x) =
xr

0

3
√

1 + t2 dt. З’ясувати, чи є ця

функцiя елементарною.
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2. ВИЗНАЧЕНИЙ IНТЕГРАЛ

2.1. Поняття визначеного iнтеграла та його iснування

2.1.1. Розбиття вiдрiзка та його дрiбнiсть. У пiдроздiлi 1.2 було
введено поняття площi криволiнiйної трапецiї за допомогою поняття
площi звичайної трапецiї. Але досить часто поняття площi довiльної
фiгури Φ ⊂ R2 вводиться за допомогою поняття площi прямокутника.
Проiлюструємо, як це можна зробити, коли Φ – криволiнiйна трапецiя,
тобто

Φ = {(x; y): a 6 x 6 b, 0 6 y 6 f (x)},
де f – задана функцiя, що є неперервною i невiд’ємною на вiдрiзку [a; b]
(рис. 2.1.1).

Ðèñ. 2.1.1.
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Множину T точок xk ∈ [a; b], k ∈ 0,n, називають розбиттям вiдрiзка
[a; b], якщо a = x0 < x1 < . . . < xk < xk+1 < . . . < xn = b. При цьому
число λ(T ) = max

06k6n−1
(xk+1 − xk) називають дрiбнiстю розбиття T .

2.1.2. Поняття площi криволiнiйної трапецiї. Нехай Φ – криволi-
нiйна трапецiя, визначена в пунктi 2.1.1 (рис. 2.1.1). Розглянемо довiльне
розбиття T вiдрiзка [a; b] точками xk, k ∈ 0,n. Оскiльки f є неперерв-
ною функцiєю на [a; b], то вона є неперервною i на кожному вiдрiзку
[xk; xk+1], k ∈ 0,n − 1, а тому за другою теоремою Вейєрштрасса iсну-
ють mk = min

[xk;xk+1]
f (x) = f (x*

k ) i Mk = max
[xk;xk+1]

f (x) = f (x**
k ).

Визначимо прямокутники Pk = {(x, y): xk 6 x 6 xk+1, 0 6 y 6

mk}, k ∈ 0,n − 1 (рис. 2.1.1). Тодi схiдчаста фiгура Φ* =
n−1⋃︀
k=0

Pk цiлком

лежатиме у Φ, причому при зменшеннi дрiбностi розбиття T фiгура Φ*
буде “розширюватися”, наближаючись до фiгури Φ зсередини.

Якщо визначити прямокутники Qk = {(x, y): xk 6 x 6 xk+1, 0 6 y 6
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Mk}, k ∈ 0,n − 1 (рис. 2.1.1), то схiдчаста фiгура Φ* =
n−1⋃︀
k=0

Qk мiститиме

у собi Φ. При цьому, коли дрiбнiсть λ(T ) розбиття T почне зменшувати-
ся, то фiгура Φ* почне “звужуватися”, наближаючись до фiгури Φ ззовнi.

У зв’язку з цим природно визначити площу фiгури Φ як спiльну гра-
ницю площ фiгур Φ* i Φ*, коли λ(T ) → 0:

S(Φ) = lim
λ(T )→0

S(Φ*) = lim
λ(T )→0

S(Φ*).

Оскiльки

S(Φ*) =
n−1∑︁
k=0

S(Pk) =
n−1∑︁
k=0

mk(xk+1 − xk) =
n−1∑︁
k=0

f (x*
k )(xk+1 − xk),

а

S(Φ*) =
n−1∑︁
k=0

S(Qk) =
n−1∑︁
k=0

Mk(xk+1 − xk) =
n−1∑︁
k=0

f (x**
k )(xk+1 − xk),

то поняття площi криволiнiйної трапецiї приводить до поняття границi
вигляду

lim
λ(T )→0

n−1∑︁
k=0

f (ck)(xk+1 − xk).

До таких само границь приводять багато iнших практичних задач i
тому цi границi розглянемо детальнiше.

2.1.3. Поняття iнтегральної суми та її границi. Нехай f – довiль-
на числова функцiя, визначена на вiдрiзку [a; b] ⊂ R. Для довiльного
розбиття T вiдрiзка [a; b] точками xk, k ∈ 0,n, виберемо довiльним чи-
ном так званi промiжнi точки x*

k ∈ [xk; xk+1], k ∈ 0,n − 1, позначимо
через X* множину всiх цих промiжних точок i складемо суму

S(T ,X*, f ) = S(T ,X*) = S(T ) =
n−1∑︁
k=0

f (x*
k )∆xk,

де ∆xk = xk+1 − xk. Цю суму називають iнтегральною сумою, складе-
ною для заданої функцiї f , заданого розбиття T вiдрiзка [a; b] i заданої
множини промiжних точок X*.

Число I називають границею iнтегральної суми S(T ), коли λ(T ) → 0,
i записують I = lim

λ(T )→0
S(T ), якщо ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0: |S(T ) − I | < ε,

коли λ(T ) < δ, для довiльного розбиття T вiдрiзка [a; b] i довiльної
множини X* промiжних точок x*

k .
Суть поняття границi iнтегральної суми полягає в тому, що при до-

статньо малiй дрiбностi λ(T ) довiльна iнтегральна сума S(T ) як завгодно
близька до числа I .
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За своєю формою поняття границi iнтегральної суми схоже на понят-
тя границi функцiї в точцi. Тому природно чекати, що й властивостi гра-
ницi iнтегральної суми нагадують вiдповiднi властивостi границi функцiї
в точцi. Зокрема, мають мiсце властивостi про єдинiсть границi, про гра-
ницю суми, рiзницi, добутку й частки, про перехiд до границi пiд знаком
модуля та в нерiвностi, про границю промiжної змiнної та iншi. У цьому
можна легко переконатися.

2.1.4. Поняття R-iнтегровної функцiї та R-iнтеграла. Функцiю f
називають R-iнтегровною або iнтегровною за Рiманом на вiдрiзку [a; b]
i записують f ∈ R[a; b], якщо iснує скiнченна границя lim

λ(T )→0
S(T ) = I .

При цьому число I називають iнтегралом або R-iнтегралом, або iнте-
гралом Рiмана, або визначеним iнтегралом функцiї f на вiдрiзку [a; b]

i позначають його (R)
br

a
f (x) dx або

br

a
f (x) dx, коли зрозумiло, про який

iнтеграл iде мова. Отже,

(R)
bw

a

f (x) dx = lim
λ(T )→0

n−1∑︁
k=0

f (x*
k )∆xk.

Легко бачити, що f ∈ R[a; b] ⇔ Re f ∈ R[a; b] та Im f ∈ R[a; b],
причому

bw

a

f (x) dx =
bw

a

Re f (x) dx + i
bw

a

Im f (x) dx.

Тому надалi вважатимемо, що f (x)∈R ∀x∈ [a; b], тобто усi значення
f (x) є дiйсними числами.

2.1.5. Зв’язок мiж iнтегралами Рiмана i Ньютона – Лейбнiца.
Розглянемо питання про iнтегровнiсть функцiї за Рiманом. Спочатку з’я-
суємо, чому позначення iнтеграла Рiмана збiгається з позначенням iнте-
грала Ньютона – Лейбнiца.

Теорема 1 (про зв’язок NL-iнтеграла з iнтегральними сумами). Якщо

дiйсна функцiя f ∈ NL[a; b] i (NL)
br

a
f (x) dx – її NL-iнтеграл на [a; b],

то для будь-якого розбиття T = {xk: k∈ 0,n} вiдрiзка [a; b] iснує набiр
X* = {x*

k : k ∈ 0,n − 1} промiжних точок, такий що

(NL)
bw

a

f (x) dx = S(T ,X*).

З теореми 1 випливає наступне твердження.
Теорема 2 (про зв’язок NL-iнтеграла з R-iнтегралом). Якщо функцiя

f одночасно iнтегровна за Рiманом i за Ньютоном – Лейбнiцом, то її
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R-iнтеграл i NL-iнтеграл на вiдрiзку [a; b] збiгаються. Тому

(NL)
bw

a

f (x) dx = (R)
bw

a

f (x) dx = F(b) − F(a), (1)

де F – довiльна первiсна функцiї f на вiдрiзку [a; b].
Формулу (1) називають формулою Ньютона – Лейбнiца для R-iнте-

грала.

2.1.6. R-iнтегровнiсть неперервних функцiй. Геометричний змiст
R-iнтеграла. Вiдомо, що коли f є неперервною функцiєю на [a; b], то
f є NL-iнтегровною на [a; b]. Виникає питання: чи є неперервна фун-
кцiя f R-iнтегровною на [a; b]? Вiдповiдь на це питання дає наступна
теорема.

Теорема 3 (про R-iнтегровнiсть неперервної функцiї). Якщо f є не-
перервною функцiєю на [a; b], то вона iнтегровна за Рiманом на [a; b] i
для неї правильна формула Ньютона – Лейбнiца (1).

З теореми 3 зокрема випливає, що криволiнiйна трапецiя Φ має площу
S(Φ) у наведеному вище розумiннi, оскiльки

lim
λ(T )→0

S(Φ*) = lim
λ(T )→0

n−1∑︁
k=0

f (x*
k )∆xk = (R)

bw

a

f (x) dx,

а

lim
λ(T )→0

S(Φ*) = lim
λ(T )→0

n−1∑︁
k=0

f (x**
k )∆xk = (R)

bw

a

f (x) dx,

причому

S(Φ) = (R)
bw

a

f (x) dx = (NL)
bw

a

f (x) dx.

У цьому полягає геометричний змiст R-iнтеграла.

2.1.7. Необхiдна умова R-iнтегровностi.
Теорема 4 (необхiдна умова R-iнтегровностi). Якщо функцiя f iнте-

гровна за Рiманом на вiдрiзку [a; b], то вона є обмеженою на [a; b].
Виникає питання: чи кожна обмежена на [a; b] функцiя f є iнтегров-

ною за Рiманом на [a; b]?
Вiдповiдь на це питання негативна. Дiйсно, якщо розглянути так зва-

ну функцiю Дiрiхле:

f (x) =
⌈︀

1, коли x ∈ Q,
0, коли x ∈ R ∖Q,

то виявиться, що вона обмежена, проте не є R-iнтегровною на будь-якому
вiдрiзку [a; b], a < b.
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2.1.8. Суми Дарбу та їх властивостi. Верхнiй та нижнiй iнтеграли
Дарбу. У теоремi 4 стверджується, що R-iнтегровнi функцiї слiд шу-
кати серед обмежених функцiй. З’ясуємо, якi саме обмеженi функцiї є
R-iнтегровними.

Нехай f – обмежена дiйсна функцiя на [a; b]. Зафiксуємо розбиття T
вiдрiзка [a; b] точками xk, k ∈ 0,n. Тодi f є обмеженою функцiєю на
кожному вiдрiзку [xk; xk+1], а тому iснують скiнченнi числа

mk = inf
[xk;xk+1]

f (x) i Mk = sup
[xk;xk+1]

f (x).

Складемо суми

S*(T ) =
n−1∑︁
k=0

mk∆xk i S*(T ) =
n−1∑︁
k=0

Mk∆xk.

Їх називають вiдповiдно нижньою i верхньою сумами Дарбу, складеними
для даної функцiї f i даного розбиття T .

Перелiчимо властивостi сум Дарбу функцiї f .
Властивiсть 1 (про зв’язок сум Дарбу з iнтегральними сумами). До-

вiльна iнтегральна сума S(T ,X*) задовольняє нерiвнiсть

S*(T ) 6 S(T ,X*) 6 S*(T ),

а за рахунок вибору промiжних точок iнтегральну суму можна як завго-
дно близько наблизити до нижньої (верхньої) суми Дарбу, тобто ∀ε > 0
∃X*, X**:

S(T ,X*) − ε < S*(T ) 6 S*(T ) < S(T ,X**) + ε.

Властивiсть 2 (про монотоннiсть сум Дарбу). Якщо розбиття T (m)

отримується з розбиття T шляхом введення m нових точок, то пра-
вильнi нерiвностi

S*(T ) 6 S*(T (m)) 6 S*(T (m)) 6 S*(T ),

i
0 6 S*(T (m)) − S*(T ) 6 2mHλ(T ),
0 6 S*(T ) − S*(T (m)) 6 2mHλ(T ).

}︂
Нехай розбиття T i T ′ довiльнi, а T* = T ∪T ′. Тодi за властивiстю 2

S*(T ) 6 S*(T*) 6 S*(T*) 6 S*(T ′),

тобто S*(T ) 6 S*(T ′). Звiдси, зафiксувавши довiльне розбиття T ′, дiста-
немо iснування sup

(T )
S*(T ) = I* = I*(f ), причому

S*(T ) 6 I* 6 S*(T ′) ∀T i T ′.

З останньої нерiвностi випливає iснування inf
(T ′)

S*(T ′) = I * = I *(f ) та

нерiвнiсть S*(T ) 6 I* 6 I * 6 S*(T ′) ∀T i T ′.
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Числа I* та I * називають вiдповiдно нижнiм i верхнiм iнтегралами
Дарбу функцiї f .

Властивiсть 3 (про iснування нижнього i верхнього iнтегралiв Дар-
бу). Довiльна функцiя f , обмежена на вiдрiзку [a; b], має на цьому вiд-
рiзку нижнiй I* та верхнiй I * iнтеграли Дарбу. При цьому якi б не взяти
розбиття T i T ′ вiдрiзка [a; b], виконуватиметься нерiвнiсть

S*(T ) 6 I* 6 I * 6 S*(T ′).

2.1.9. Критерiї R-iнтегровностi. Вкажемо тепер умови, необхiднi й
достатнi для R-iнтегровностi обмеженої функцiї f .

Теорема 5 (перший критерiй R-iнтегровностi). Нехай дiйсна функцiя
f є обмеженою на вiдрiзку [a; b]. Тодi наступнi твердження 1) – 4)
еквiвалентнi мiж собою:

1) f ∈ R[a; b], тобто iснує lim
λ(T )→0

S(T ,X*) = I ;

2) lim
λ(T )→0

S*(T ) = lim
λ(T )→0

S*(T ) = I ;

3) lim
λ(T )→0

(S*(T ) − S*(T )) = 0;

4) lim
λ(T )→0

n−1∑︀
k=0

ωk(f )∆xk = 0.

Теорема 6 (другий критерiй R-iнтегровностi). Нехай дiйсна функцiя
f є обмеженою на вiдрiзку [a; b]. Тодi наступнi твердження 1) – 5)
еквiвалентнi мiж собою:

1) f ∈ R[a; b], тобто iснує lim
λ(T )→0

S(T ,X*) = I ;

2) iснує lim
n→∞

S(Tn,X*
n ) = I для деякої послiдовностi розбиттiв (Tn)

такої, що λ(Tn) → 0, коли n → ∞, та довiльної послiдовностi
(Mn) вiдповiдних наборiв промiжних точок;

3) lim
n→∞

S*(Tn) = lim
n→∞

S*(Tn) для деякої послiдовностi розбиттiв

(Tn), для якої λ(Tn) → 0, коли n → ∞;

4) lim
n→∞

(S*(Tn)−S*(Tn)) = 0 для деякої послiдовностi розбиттiв (Tn),

для якої λ(Tn) → 0, коли n → ∞;

5) I* = I * = I .

2.1.10. Достатнi умови R-iнтегровностi. Застосовуючи критерiї R-
iнтегровностi, можна дiстати наступне твердження.

Теорема 7 (про достатнi умови R-iнтегровностi). Нехай функцiя f є
обмеженою на вiдрiзку [a; b]. Тодi ця функцiя є R-iнтегровною на [a; b],
якщо вона задовольняє принаймнi одну з умов 1) – 5):
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1) f – монотонна на [a; b];

2) f – неперервна на [a; b];

3) f має на [a; b] скiнченну кiлькiсть точок розриву;

4) множина точок розриву функцiї f на [a; b] є множиною з нульовою
довжиною;

5) f є майже R-iнтегровною на [a; b].

З теореми 7 випливає, що змiна значень функцiї f на множинi E з
нульовою довжиною (зокрема, на скiнченнiй множинi E) не впливає анi
на R-iнтегровнiсть цiєї функцiї, анi на величину її R-iнтеграла.

2.1.11. Використання комп’ютерних засобiв математики. За до-
помогою комп’ютера можна: 1) побудувати i обчислити iнтегральнi суми
елементарної функцiї, 2) проiлюструвати суть поняття визначеного iнте-
грала як границi iнтегральних сум, 3) обчислити визначений iнтеграл у
символьному або чисельному виглядi, 4) проiлюструвати геометричний
змiст визначеного iнтеграла.

2.1.11.1. Використання Gran1. За допомогою програми Gran1 можна
чисельно обчислити визначений iнтеграл (який фактично є NL-iнтегра-
лом) вiд елементарної функцiї на заданому вiдрiзку i продемонструвати
геометричний змiст iнтеграла шляхом заштриховування фiгури мiж гра-
фiком функцiї та вiссю OX (див. пiдпункт 1.2.5.1).

2.1.11.2. Використання Maxima. Проiлюструємо можливi застосува-
ння програми Maxima на прикладi розв’язування деяких типiв задач.

Задача 1. Для заданої функцiї f (x) i довiльного заданого розбиття T
вiдрiзка [a; b] обчислити iнтегральну суму S(T ,X*) з машинною точнi-
стю. За промiжнi точки узяти лiвi (правi) кiнцi вiдрiзкiв розбиття.
� Спершу задаємо функцiю, наприклад, f (x) = e−x2

.
(%i1) f(x):=exp(-x^2)$

Розбиття T задаємо у виглядi упорядкованого списку. Зауважимо, що цим
самим автоматично задається i вiдрiзок [a; b].

(%i2) T:[-2,-1.7,-1.3,-1,-0.5,0,0.25,0.5,0.8,1,1.2,1.6,1.8,2]$
Пiдраховуємо, скiльки елементарних вiдрiзкiв у даному розбиттi:

(%i3) N:length(T)-1$

Складемо iнтегральну суму S(T ,X*) =
n∑︀

k=1
f (xk)∆xk, узявши лiвi кiнцi в

якостi промiжних точок. У комп’ютерному поданнi xk = T [k] – це k-тий
елемент списку T , причому нумерацiя повинна починатися вiд k = 1.

(%i4) S:sum(f(T[k])*(T[k+1]-T[k]),k,1,N)$
Обчислюємо дану iнтегральну суму S:

(%i5) float(S);
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(%o5) 1.672013850279529
Для того щоб промiжними точками слугували правi кiнцi, у рядку

(%i4) потрiбно було б записати f(T[k+1]). �
Промiжнi точки можна теж задати довiльно. Для цього пiсля задання

розбиття T потрiбно задати ще один список X*, до якого включити всi
бажанi промiжнi точки. При цьому потрiбно слiдкувати, щоб промiжнi
точки належали вiдповiдним вiдрiзкам розбиття.

Задача 2. Для заданої функцiї f (x) i заданого розбиття T обчислити
верхню й нижню суми Дарбу S*(T ) i S*(T ).
� Порiвняно з попередньою, ця задача набагато складнiша, тому що

при її розв’язуваннi потрiбно шукати iнфiмуми та супремуми функцiї на
вiдрiзках розбиття.

У комплектi з Maxima включено пакет riemsum.mac, призначений для
чисельного обчислення сум Дарбу функцiї f (x), яка є рацiональною фун-
кцiєю, зокрема многочленом. Пiсля завантаження цього пакету стає до-
ступною команда upper_and_lower_sums(f(x),x,T), де T – розбиття вiд-
рiзка [a; b] у виглядi списку, не обов’язково упорядкованого. В якостi
результату при зверненнi до цiєї команди повертається список з трьох
чисел: [S*(T ),S*(T ),S*(T ) − S*(T )].

Продемонструємо вiдшукання сум Дарбу за допомогою пакету riem-
sum на прикладi функцiї f (x) := x3−2 x−1

x2+4 .
(%i1) load(riemsum)$
(%i2) f(x):=(x^3-2*x-1)/(x^2+4)$

Розбиття вiзьмемо з розв’язання попередньої задачi:
(%i3) T:[-2,-1.7,-1.3,-1,-0.5,0,0.25,0.5,0.8,1,1.2,1.6,1.8,2]$

Знайти суми Дарбу й рiзницю мiж ними для заданої функцiї i заданого
розбиття можна за допомогою команди:

(%i4) upper_and_lower_sums(f(x),x,T);
Дiстанемо вiдповiдь:

(%o4) [– 0.48156168761106, – 1.10581480373927, 0.62425311612821]
Точнiсть цих значень не бiльша за 10−7, оскiльки саме з такою точнiстю
запрограмоване вiдшукання коренiв многочленiв у пакетi riemsum.mac.

Вручну вводити розбиття T досить незручно. Для випадку розби-
ття вiдрiзка [a; b] на n рiвних частин у пакетi riemsum.mac є коман-
да make_partition(a,b,n), якою виконується таке розбиття i повертаються
його точки у виглядi списку. Наприклад, продовжуючи вiдкриту сесiю
Maxima, утворимо розбиття вiдрiзка [−2; 2] на 50 частин:

(%i5) T:make_partition(-2,2,50)$
Обчислимо тепер суми Дарбу для цього розбиття:

(%i6) upper_and_lower_sums(f(x),x,T);
(%o6) [– 0.70720147773207, – 0.86352100977965, 0.15631953204758]
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Помiчаємо закономiрнiсть, що при подрiбненнi розбиття рiзниця мiж
верхньою й нижньою сумами Дарбу все ближче наближається до нуля.
Оскiльки iнтеграл Рiмана мiститься мiж сумами Дарбу, то за його набли-
жене значення можна взяти середнє значення сум Дарбу:

(%i7) (%[1]+%[2])/2;
(%o7) −0.78536124375586

Отже,
2r

−2

x3−2 x−1
x2+4 dx ≈ −0.78536. Зауважимо, що точне значення цьо-

го iнтеграла дорiвнює − π

4 ≈ −0.78539816339745, а обчислення за допо-
могою Gran1 дає число I = −0.7854. �

Задача 3. Для заданої функцiї f (x) > 0 та заданого вiдрiзка [a; b] об-
числити iнтегральну суму, яка вiдповiдає розбиттю вiдрiзка на N рiвних
частин i конкретному способу вибору промiжних точок (наприклад, як
середин елементарних вiдрiзкiв). Проiлюструвати геометричний змiст
iнтегральної суми.
� Розглянемо розв’язання цiєї задачi на двох прикладах. При цьому

до першого прикладу наведемо детальнi пояснення, а другий подамо у
виглядi готового шаблону-розв’язання.

Приклад 1. f (x) = cos x, [a; b] = [− π

2 ;
π

4 ], N = 20.
Спочатку задамо функцiю, вiдрiзок i кiлькiсть точок розбиття.
(%i1) f(x):=cos(x)$ a:-%pi/2$ b:%pi/4$ N:20$

Визначимо послiдовнiсть розбиттiв Tn = {x(k,n)} i вiдповiдну послiдов-
нiсть наборiв X*

n = {c(k,n)} промiжних точок:
(%i2) x(k,n):=a+k*(b-a)/n$ c(k,n):=(x(k,n)+x(k+1,n))/2$

Визначимо послiдовнiсть iнтегральних сум S(n):
(%i3) S(n):=sum(f(c(k,n))*(b-a)/n,k,0,n-1)$

Знайдемо точне значення iнтеграла:
(%i4) I:integrate(f(x),x,a,b)$

Виведемо на екран значення iнтегральної суми при n = N = 20:
(%i5) print("S(",N,")=",float(S(N)))$
(%o5) S( 20 ) = 1.708094395922389

Для уявлення про ступiнь наближення iнтегральної суми до iнтеграла
виведемо ще й точне значення iнтеграла.

(%i6) print("I=",I,"=",float(I))$
(%o6) I = 1/

√
2 + 1 = 1.707106781186548

Аналiтичну частину завершено. Перейдемо до графiчного зображе-
ння. Можливостей використання команди plot2d для побудови фiгур
iз заповненням недостатньо. Тому скористаємося допомiжним пакетом
draw.lisp, який служить iнтерфейсом мiж Maxima i графiчним редакто-
ром gnuplot. Перевагами цього пакету є зручне управлiння опцiями зо-
бражень; можливiсть побудови графiкiв неявних функцiй, многокутни-
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кiв, прямокутникiв, елiпсiв та векторiв; зручна можливiсть заповнення
фiгур кольором.

Основною командою пакету draw для зображення плоских кривих i
фiгур є draw2d(параметри, фiгури). Скористаємося цiєю командою для
зображення геометричного змiсту iнтегральної суми.

Задамо графiчнi об’єкти, якi треба зобразити. Спочатку визначимо
графiк функцiї f (x) на вiдрiзку [a − 0, 2; b + 0, 2] з товщиною лiнiї 2 тч:

(%i7) graph:[line_width=2,explicit(f(x),x,a-0.2,b+0.2)]$
Далi опишемо серiю прямокутникiв, поставлених на вiдрiзки розбиття:

(%i8) pp(n):=makelist(rectangle([x(k,n),0],[x(k+1,n),f(c(k,n))]),k,0,n-1)$
Визначимо параметри рисунка, а саме, в даному випадку, колiр заповне-
ння фiгур (прямокутникiв pp(n)) i пропорцiйнi осi, тобто однаковi мас-
штаби на осях.

(%i9) options:[fill_color=light-blue,proportional_axes=xy]$
Визначимо тепер весь малюнок як один об’єкт. Вiн описується списком,
який складається з фiгур та параметрiв зображення.

(%i10) mal(n):=append(options,pp(n),graph)$
(За командою append декiлька спискiв об’єднуються в один.)

Завантажимо пакет draw:
(%i11) load(draw)$

i виконаємо побудову зображення за командою draw2d, застосованою до
об’єкта mal(n) при n = N = 20:

(%i12) apply(draw2d,mal(N))$
Пiсля цього у вiкнi gnuplot з’явиться рисунок 2.1.2, яким iлюструється
геометричний змiст iнтегральної суми.

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

-1.5 -1 -0.5  0  0.5

Рис. 2.1.2.
Приклад 2. f (x) = x cos x, [a; b] = [0; π

2 ], N = 25.
Розв’язання задачi 3 для прикладу 2 подамо у виглядi готового набору

команд. Вони такi самi, як i в попередньому прикладi, тiльки доповненi
ширшим набором опцiй регулювання вигляду зображення. Їх доцiльно
ввести всi разом через вiкно введення багаторядкових команд, натиснув-
ши кнопку бiля командного рядка. Попередньо можна перезапустити
сесiю Maxima.
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f(x):=x*cos(x)$ a:0$ b:%pi/2$ N:25$
x(k,n):=a+k*(b-a)/n$ c(k,n):=(x(k,n)+x(k+1,n))/2$
S(n):=sum(f(c(k,n))*(b-a)/n,k,0,n-1)$
I:integrate(f(x),x,a,b)$
print("S(",N,")=",float(S(N)))$
print("I=",I,"=",float(I))$
pp(n):=makelist(

rectangle([x(k,n),0],[x(k+1,n),f(c(k,n))]),k,0,n-1)$
graph:[line_width=2,key="x cos (x)",
explicit(f(x),x,a-0.1,b+0.1)]$
options:[title="",user_preamble=["set key right top"],

xtics=none, ytics=none,
label(["a",0.05,-0.05]), label(["b",b,-0.05]),
xrange=auto, yrange=auto,
xaxis=true, yaxis=true,
axis_bottom=false, axis_top=false,
axis_right=false, axis_left=false,
xtics_axis=true, ytics_axis=true,
proportional_axes=xy, transparent=false,
fill_color=light-green, terminal=screen ]$

mal(n):=append(options,pp(n),graph)$
load(draw)$
apply(draw2d,mal(N))$

Пiсля виконання цього набору команд на екранi з’являться числа
S( 25 ) = 0.57121929242742
I = π

2 − 1 = 0.5707963267949
Одночасно у вiкнi gnuplot виводиться потрiбний рисунок 2.1.3.

a b

x cos (x)

Рис. 2.1.3.
Доцiльно зберегти цей набiр команд у файл geom_zmist_integr_sum.-

wxm. Потiм його можна знову завантажити для подальшого використа-
ння. Зауважимо, що цей шаблон придатний для довiльної функцiї f (x),
вiдрiзка [a; b] i кiлькостi N точок розбиття. Достатньо у вiкнi виведення
задати новi значення цих об’єктiв i заново запустити даний набiр команд
на виконання, натиснувши Ctrl + Enter . �

Задача 4. Обчислити визначений iнтеграл заданої функцiї на задано-
му вiдрiзку як границю певної послiдовностi iнтегральних сум.
� Послiдовнiсть (Tn) розбиттiв вiдрiзка [a; b] природно отримується

шляхом його подiлу на n рiвних частин. А природним способом вибору

56



промiжних точок є вибiр лiвих, правих чи середнiх точок вiдрiзкiв роз-
биття. Саме такi послiдовностi було побудовано при розв’язуваннi задачi
3. Тому можна переписати звiдти першi три рядки введення:

(%i1) f(x):=x^2$ a:-1$ b:2$
x(k,n):=a+k*(b-a)/n$ c(k,n):=(x(k,n)+x(k+1,n))/2$
S(n):=sum(f(c(k,n))*(b-a)/n,k,0,n-1)$

Тепер залишається знайти lim
n→∞

S(n). Але за командою limit(S(n),n,inf)

неможливо обчислити границю такого складного об’єкта, як сума. Тому
перш нiж обчислювати границю послiдовностi S(n), потрiбно цю послi-
довнiсть спростити. Стандартною опцiєю у Maxima, за якою виконується
спрощення сум, є опцiя simpsum, яку потрiбно вводити через ко́му пiсля
суми.

Застосуємо опцiю simpsum до розглядуваної суми S(n), причому для
одержання менш громiздкої вiдповiдi поєднаємо її з опцiєю ratsimp:

(%i7) S(n),simpsum,ratsimp;
(%o7) 12 n2−9

4 n2

Пiсля такого спрощення знаходження границi стає елементарним:
(%i8) limit(%,n,inf);
(%o8) 3
Команди спрощення суми S(n) та обчислення її границi можна об’-

єднати в одну команду:
(%i9) limit(ev(S(n),simpsum),n,inf);
(%o9) 3

Але при такому способi втрачається можливiсть побачити спрощений
вираз суми. Так само за допомогою Maxima можна знайти границю iн-
тегральної суми i у випадку, коли f (x) є довiльним многочленом.

Наприклад, знайдемо
3r

−2
(x3−x−1) dx як границю iнтегральної суми.

Для цього повернемося до команди (%i1), перезадамо в її першому рядку
функцiю i вiдрiзок:

(%i1) f(x):=x^3-x-1$ a:-2$ b:3$
x(k,n):=a+k*(b-a)/n$ c(k,n):=(x(k,n)+x(k+1,n))/2$
S(n):=sum(f(c(k,n))*(b-a)/n,k,0,n-1)$

i виконаємо знову цю команду. У результатi буде визначено нову послi-
довнiсть S(n) iнтегральних сум. Знайдемо її границю за командою

(%i16) limit(ev(S(n),simpsum),n,inf);
(%o16) 35

4
Можливостi використання опцiї simpsum, по сутi, вичерпуються спроще-

нням сум вигляду
∑︀
k

ak i
n∑︀

k=m
p(k), де p(k) – многочлен вiдносно k.
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На даний момент у комплектi з Maxima є додатковий пакет simpli-
fy_sum.mac, у якому є значно потужнiша за опцiю simpsum команда si-
mplify_sum. За допомогою неї можна спрощувати суми, якi мiстять фа-
кторiали (чи бiномiальнi коефiцiєнти), а також суми вигляду

n∑︁
k=m

p(k) exp(ak),
n∑︁

k=m

p(k) cos(ak),
n∑︁

k=m

p(k) sin(ak),

де p(k) – многочлен вiдносно k.
Наведемо кiлька прикладiв застосування команди simplify_sum.
(%i17) load(simplify_sum)$
(%i18) sum(k*3^k,k,1,n);

(%o18)
n∑︀

k=1
k 3k

(%i19) simplify_sum(%);

(%o19) (2 n−1) 3n+1

4 + 3
4

(%i20) sum(k^2*4^k,k,1,n);

(%o20)
n∑︀

k=1
k2 4k

(%i21) simplify_sum(%);

(%o21) (9 n2−6 n+5) 4n+1

27 − 20
27

(%i22) sum(k!/(n+k)!,k,1,n);

(%o22)
n∑︀

k=1

k!
(n+k)!

(%i23) simplify_sum(%);
(%o23) n+1

(n−1) (n+1)! −
(n+1)!

(n−1) (2 n)!
(%i24) sum(cos(k*x),k,0,n);

(%o24)
n∑︀

k=0
cos(k x)

(%i25) simplify_sum(%);

(%o25)
ei (n+1) x−1

ei x−1
+ e−i (n+1) x−1

e−i x−1

2
(%i26) trigrat(%)

(%o26)
sin
(︀

(2 n+1) x
2

)︀
+sin( x

2 )
2 sin( x

2 )
(%i27) sum(k*cos(k*x),k,1,n);

(%o27)
n∑︀

k=1
k cos(k x)

(%i28) trigrat(simplify_sum(%));
(%o28) n cos((n+1) x)+(−n−1) cos(n x)+1

2 cos(x)−2
На жаль, за допомогою команди simplify_sum не завжди можна роз-

класти суму на двi суми, щоб потiм спростити кожну з них окремо. На-
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приклад, сума
n∑︀

k=0
k2+5k спрощується одразу, а сума

n∑︀
k=1

k 2k+k 3k – нi.

Повернемося до задачi про обчислення границi послiдовностi iнте-
гральних сум за допомогою системи Maxima. Наведемо ще кiлька при-
кладiв використання даної системи. При цьому розпочнемо новий сеанс
роботи.

1w

0

2x dx =?

(%i1) f(x):=2^x$ a:0$ b:1$
x(k,n):=a+k*(b-a)/n$ c(k,n):=(x(k,n)+x(k+1,n))/2$
S(n):=sum(f(c(k,n))*(b-a)/n,k,0,n-1)$

(%i7) S(n),factor;

(%o7)

n−1∑︀
k=0

2
k
n + 1

2 n

n
(%i8) %,simpsum;

(%o8) 2
1

2 n

n (2
1
n −1)

(%i9) limit(%,n,inf);
(%o9) 1

log(2)

3π/2w

−π/4

cos x dx =?

(%i1) f(x):=cos(x)$ a:-%pi/4$ b:3*%pi/2$
x(k,n):=a+k*(b-a)/n$ c(k,n):=(x(k,n)+x(k+1,n))/2$
S(n):=sum(f(c(k,n))*(b-a)/n,k,0,n-1)$

(%i16) S(n),factor;

(%o16)
7 π

n−1∑︀
k=0

cos
(︀

π (2 n−14 k−7)
8 n

)︀
4 n

(%i17) load(simplify_sum)$
(%i18) simplify_sum(%o16),rectform,trigreduce;

(%o18)
7
√

2 π sin( 7 π

8 n )−7 π sin( 7 π

8 n )(︀
2

5
2 cos( 7 π

4 n )−2
5
2

�
n

(%i19) limit(%,n,inf),expand;
(%o19) 1√

2
− 1

З розв’язування задачi 4 видно, що обчислення границь iнтегральних
сум тiсно пов’язане з проблемою спрощення сум, яка є набагато складнi-
шою, нiж обчислення визначених i невизначених iнтегралiв. �

Задача 5. Продемонструвати у середовищi Maxima геометричний
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змiст iнтеграла Рiмана функцiї f (x), неперервної i невiд’ємної на вiд-
рiзку [a; b].
� Згiдно з пунктом 2.1.6, якщо f – неперервна i невiд’ємна функцiя

на [a; b], то iнтеграл Рiмана
br

a
f (x) dx, як i NL-iнтеграл, виражає собою

площу криволiнiйної трапецiї, тобто фiгури, обмеженої графiком функцiї
f , вiссю OX i прямими x = a та x = b.

Покажемо, як зобразити у програмi Maxima заповнену кольором кри-
волiнiйну трапецiю. Це робиться за допомогою пакету draw. Напри-
клад, для зображення криволiнiйної трапецiї, обмеженої графiком фун-
кцiї x sin x, x ∈ [0; π], досить ввести набiр команд

(%i1) load(draw)$
draw2d(fill_color=magenta,
filled_func=true,
explicit(x*sin(x),x,0,%pi),
line_width=5,
filled_func=false,
explicit(x*sin(x),x,0,%pi));

У результатi буде побудовано рисунок 2.1.4:

 0
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 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

Рис. 2.1.4.
Iснує ще багато налаштувань зображень, про якi можна дiзнатися у

довiдцi системи Maxima. �

2.1.12. Завдання для виконання за допомогою комп’ютера.

1. Зобразити криволiнiйну трапецiю для заданої функцiї f i вiдповiднi
схiдчастi фiгури Φ* та Φ* i проiлюструвати змiну цих фiгур при
збiльшеннi кiлькостi точок розбиття.

2. Для заданої функцiї обчислити її iнтегральну суму i проiлюструва-
ти змiну цiєї суми при змiнi промiжних точок.
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3. Для заданої функцiї обчислити її верхню i нижню суми Дарбу i
проiлюструвати змiну цих сум при зменшеннi дрiбностi розбиття.

2.2. Основнi властивостi R-iнтеграла

2.2.1. R-iнтегровнiсть сталої функцiї, лiнiйнiсть та монотоннiсть
R-iнтеграла. Розглянемо спочатку властивостi визначеного iнтеграла
(R-iнтеграла), якi досить легко випливають з його означення. Деякi з них
нагадують вiдповiднi властивостi NL-iнтеграла, що природно внаслiдок
теореми 2 пункту 2.1.5.

Властивiсть 1 (про R-iнтеграл сталої функцiї). Якщо f (x) = c ∀x ∈

[a; b], то
br

a
f (x) dx = c(b − a). Зокрема,

br

a
0 dx = 0, а

br

a
1 dx = b − a.

Властивiсть 2 (про лiнiйнiсть R-iнтеграла). Якщо f ∈ R[a; b] i ϕ ∈
R[a; b], то для будь-яких чисел α i β функцiя αf + βϕ ∈ R[a; b] i має

мiсце рiвнiсть
br

a
(αf (x) + βϕ(x)) dx = α

br

a
f (x) dx + β

br

a
ϕ(x) dx.

Властивiсть 3 (про монотоннiсть R-iнтеграла). Якщо f ∈ R[a; b] i

ϕ ∈ R[a; b], причому f (x) > ϕ(x) ∀x ∈ [a; b], то
br

a
f (x) dx >

br

a
ϕ(x) dx.

Зокрема, якщо f (x) > 0, то
br

a
f (x) dx > 0, коли f ∈ R[a; b].

2.2.2. R-iнтегровнiсть модуля функцiї та добутку функцiй. Дове-
дення наступних властивостей вимагають використання не тiльки озна-
чення R-iнтеграла, але й деяких iнших тверджень, зокрема критерiїв R-
iнтегровностi.

Властивiсть 4 (про R-iнтегровнiсть |f |). Якщо функцiя f ∈ R[a; b],

то |f | ∈ R[a; b] i правильна нерiвнiсть
⃒⃒⃒ br

a
f (x) dx

⃒⃒⃒
6

br

a
|f (x)| dx.

Властивiсть 5 (про R-iнтегровнiсть добутку функцiй). Якщо функцiї
f та ϕ ∈ R[a; b], то fϕ ∈ R[a; b] i має мiсце нерiвнiсть

bw

a

|f (x)ϕ(x)| dx 6
(︀ bw

a

f 2(x) dx
� 1

2
(︀ bw

a

ϕ
2(x) dx

� 1
2
.

Зокрема, якщо ϕ(x) = 1 ∀x ∈ [a; b], то
bw

a

|f (x)| dx 6 (b − a)
1
2

(︀ bw

a

f 2(x) dx
� 1

2
.

2.2.3. Теорема про середнє. Розглянемо ще одну властивiсть, по-
в’язану з R-iнтегралом вiд добутку двох функцiй.
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Властивiсть 6 (теорема про середнє). Нехай f ∈ R[a; b] i g ∈ R[a; b],

g(x) > 0 i m 6 f (x) 6 M ∀x ∈ [a; b]. Тодi якщо
br

a
g(x) dx > 0, то

∃m* ∈ [m;M]:
bw

a

f (x)g(x) dx = m*
bw

a

g(x) dx.

Зокрема, якщо функцiя f є неперервною на [a; b], то ∃x* ∈ [a; b]:
bw

a

f (x)g(x) dx = f (x*)
bw

a

g(x) dx.

Якщо, крiм того, g(x) = 1 ∀x ∈ [a; b], то

f (x*) =
1

b − a

bw

a

f (x) dx.

Теорема про середнє має простий геометричний змiст: площа кри-
волiнiйної трапецiї Φ = {(x; y): a 6 x 6 b, 0 6 y 6 f (x)} дорiв-
нює площi прямокутника P, основою якого є вiдрiзок [a; b], а висо-
та дорiвнює f (x*), тобто P = {(x; y): a 6 x 6 b, 0 6 y 6 f (x*)} i

S(P) =
br

a
f (x) dx = f (x*)(b − a) (рис. 2.2.1).

Ðèñ. 2.2.1.

a x* b

X

Y

O

f x( *)

y x� � �f

P

2.2.4. Адитивнiсть R-iнтеграла.
Властивiсть 7 (адитивнiсть R-iнтеграла). Нехай c – довiльна фiксо-

вана точка з iнтервалу (a; b). Тодi для того, щоб f ∈ R[a; b], необхiдно
й досить, щоб f ∈ R[a, c] i f ∈ R[c, b]. При цьому

bw

a

f (x) dx =
cw

a

f (x) dx +
bw

c

f (x) dx.

Адитивну властивiсть R-iнтеграла можна дещо узагальнити. Для цьо-
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го введемо два означення:
aw

a

f (x) dx := 0 i
aw

b

f (x) dx := −
bw

a

f (x) dx, коли b < a.

Тепер легко довести наступну властивiсть.
Властивiсть 7* (узагальнена адитивнiсть R-iнтеграла). Якщо f ∈

R[a; b], то для будь-яких точок α, β i γ з вiдрiзка [a; b] має мiсце рiв-
нiсть

βw

α

f (x) dx =
γw

α

f (x) dx +
βw

γ

f (x) dx. (1)

При цьому ⃒⃒⃒⃒
⃒

βw

α

f (x) dx

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

⃒⃒⃒⃒
⃒

βw

α

|f (x)| dx

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 H |β − α|,

де H = sup
[a;b]

|f (x)|.

За методом математичної iндукцiї рiвнiсть (1) можна узагальнити на
випадок довiльної кiлькостi точок xk ∈ [a; b], k ∈ 0,m:

xmw

x0

f (x) dx =
m−1∑︁
k=0

xk+1w

xk

f (x) dx.

2.2.5. Iнтеграл iз змiнною межею iнтегрування. Розглянемо фун-
кцiю f , R-iнтегровну на вiдрiзку [a; b]. Зафiксуємо точку c ∈ [a; b]. Тодi
за властивiстю узагальненої адитивностi R-iнтеграла ∀x ∈ [a; b] iснують
iнтеграли (якi є функцiями вiд x)

F(x) =
xw

c

f (t) dt i Φ(x) =
cw

x

f (t) dt.

При цьому функцiї F та Φ називають вiдповiдно iнтегралами з верхньою
та нижньою змiнними межами iнтегрування.

Властивiсть 8 (про iнтеграл iз змiнною верхньою межею). Нехай f ∈

R[a; b], c ∈ [a; b] i F(x) =
xr

c
f (t) dt ∀x ∈ [a; b]. Тодi функцiя F :

1) задовольняє умову Лiпшiца на [a; b];
2) є функцiєю обмеженої варiацiї на [a; b];
3) є неперервною на [a; b];
4) диференцiйовна в кожнiй точцi x0 ∈ [a; b], в якiй функцiя f є не-

перервною, i при цьому F ′(x0) = f (x0). Зокрема, якщо f неперервна
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на всьому вiдрiзку [a; b], то(︀ xw

c

f (t) dt
�′

= f (x) ∀x ∈ [a; b].

З властивостi 8 зокрема випливає твердження про те, що коли f є
неперервною функцiєю на промiжку ⟨a; b⟩, то вона має первiсну на цьо-
му промiжку, причому однiєю з первiсних функцiї f на ⟨a; b⟩ є функцiя

F(x) =
xr

c
f (t)dt, де c – фiксована, а x – бiжуча точка з ⟨a; b⟩.

2.2.6. Формули замiни змiнної та iнтегрування частинами для R-
iнтеграла. Нехай функцiя f неперервна на промiжку ⟨A;B⟩, а функцiя
ϕ має на вiдрiзку [α; β] R-iнтегровну похiдну ϕ′, причому ϕ(t) ∈ ⟨A;B⟩
∀t ∈ [α; β], ϕ(α) = a i ϕ(β) = b. Тодi для визначеного iнтеграла (R-

iнтеграла)
br

a
f (x) dx має мiсце формула замiни змiнної:

bw

a

f (x) dx =
b=ϕ(β)w

a=ϕ(α)

f (x) dx =
βw

α

f
(︀
ϕ(t)

)︀
ϕ
′(t) dt.

Ця формула є правильною i тодi, коли f ∈ R[a; b] (i не обов’язково є
неперервною на [a; b]), але при цьому похiдна ϕ′ неперервна i невiд’ємна
(недодатна) на [α; β].

Нехай функцiї u i v диференцiйовнi на [a; b], причому u′v i uv′ є
R-iнтегровними функцiями на [a; b]. Тодi функцiя (uv)′ = u′v + uv′ є
R-iнтегровною i правильна формула iнтегрування частинами для R-iн-
теграла:

bw

a

u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)
⃒⃒b
a −

bw

a

u(x)v′(x) dx.

Приклад. Розглянемо iнтеграл I =
ar

0
(a2 − x2)n dx. Використовуючи

формулу замiни змiнної, матимемо:

I =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ x = a sin t ⇒ dx = a cos t dt

x = 0 ⇒ t = 0
x = a ⇒ t = π

2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=

π

2w

0

(a2 − a2 sin2 t)na cos t dt = a2n+1

π

2w

0

cos2n+1 t dt.

Обчислимо окремо iнтеграл Im =
π

2r

0
cosm t dt ∀m ∈ N. Застосуємо до
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нього формулу iнтегрування частинами:

Im =

π

2w

0

cosm t dt =

π

2w

0

cosm−1 t cos t dt =

=

⃒⃒⃒⃒
u = cosm−1 t, du = (m − 1) cosm−2 t sin t dt
dv = cos t dt, v = sin t

⃒⃒⃒⃒
=

= cosm−1 t sin t
⃒⃒⃒ π

2

0
+

π

2w

0

(m − 1) cosm−2 t sin2 t dt =

= (m − 1)

π

2w

0

cosm−2 t (1 − cos2 t) dt =

= −(m − 1)

π

2w

0

cosm t + (m − 1)

π

2w

0

cosm−2 t dt =

= −(m − 1)Im + (m − 1)Im−2.

Отже,

Im = −(m − 1)Im + (m − 1)Im−2 ⇒

mIm = (m − 1)Im−2 ⇒ Im =
m − 1

m
Im−2.

Тому

Im =

⎧⎪⎨⎪⎩
2k − 1

2k
·2k − 3
2k − 2

· . . . ·1
2
·I0, коли m = 2k,

2k
2k + 1

·2k − 2
2k − 1

· . . . ·2
3
·I1, коли m = 2k + 1.

Оскiльки I0 =
π

2r

0
1 dt = π

2 , а I1 =
π

2r

0
cos t dt = sin t

⃒⃒⃒ π

2

0
= 1, то

Im =

⎧⎪⎨⎪⎩
(2k − 1)!!

(2k)!!
·π
2
, коли m = 2k,

(2k)!!
(2k + 1)!!

, коли m = 2k + 1.

Аналогiчно можна обчислити iнтеграл

π

2r

0
sinm t dt.

Повертаючись до iнтеграла I =
ar

0
(a2 − x2)n dx, дiстаємо
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I = a2n+1

π

2w

0

cos2n+1 t dt = a2n+1 (2n)!!
(2n + 1)!!

.

2.2.7. Використання комп’ютерних засобiв математики. У данiй
темi СКМ можна використати для iлюстрування основних властивостей
iнтеграла Рiмана, а також для обчислення визначених iнтегралiв за мето-
дами замiни змiнної та iнтегрування частинами.

2.2.7.1. Використання Gran1. Програму Gran1 можна використати
для iлюстрування основних властивостей iнтеграла Рiмана. Розглянемо
приклади розв’язування задач такого типу.

1. Дано фiгури Φ1 = {(x, y): x ∈ [−1; 2], 0 6 y 6 2−|x|} i Φ2 =
{(x, y): x ∈ [−1; 2], 0 6 y 6 3·2−|x|}. Потрiбно зобразити цi фiгури на
одному рисунку, знайти площi S1 та S2 цих фiгур i вiдношення S2 : S1.

Спочатку задаємо функцiї та будуємо їхнi графiки (рис. 2.2.2).

Рис. 2.2.2. Рис. 2.2.3.

Рис. 2.2.4. Рис. 2.2.5.
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Далi у вiкнi “Список об’єктiв” (рис. 2.2.3) ставимо мiтки проти пер-
шої, а потiм проти другої функцiї та обчислюємо їх iнтеграли iз занесен-
ням до вiдповiдей. У результатi буде заштриховано фiгури Φ1 (рис. 2.2.4)
i Φ2 (рис. 2.2.5) та обчислено їх площi (рис. 2.2.6).

Пiсля цього за допомогою калькулятора
дiлимо другий iнтеграл на перший i цим са-
мим знаходимо вiдношення площ S2 : S1 =
= 5.95112/1.98371 = 2.99999. Робимо ви-
сновок, що при розтягненнi фiгури у 3 рази
її площа теж збiльшується утричi. Похибка
в 10−6 пов’язана з тим, що при обчисленнях
за допомогою комп’ютера використовуються
не точнi дiйснi числа, а їх десятковi набли-
ження. Рис. 2.2.6.

2. Дано фiгури Φ1 = {(x, y): x ∈ [0; π], 0 6 y 6 sin x} та Φ2 =
{(x, y): x ∈ [0; π], 0 6 y 6 x2}. Зобразити цi фiгури i знайти площi S1

та S2 цих фiгур, а також зобразити фiгуру, яка має площу S1 + S2.
За лiнiйною властивiстю iнтеграла фiгура з площею S1 + S2 може

лежати пiд графiком функцiї sin x + x2, x ∈ [0; π]. Тому спочатку можна
просто ввести 3 функцiї i побудувати їх графiки, а потiм, вiдмiчаючи
мiтками кожну з цих функцiй окремо, обчислити їх iнтеграли. При цьому
автоматично будуть штрихуватися вiдповiднi фiгури (рис. 2.2.7).

Рис. 2.2.7.

При цьому можна ще й проаналiзувати вiдповiдi на предмет того, чи
дорiвнює площа третьої фiгури сумi двох перших.

3. Дано фiгури Φ1 = {(x, y): x ∈ [−1; 1], 0 6 y 6 x2} та Φ2 = {(x, y):
x ∈ [1; 2], 0 6 y 6 2 − x}. Зобразити цi фiгури i знайти їх площi S1 та
S2, а також зобразити фiгуру, яка має площу S1 + S2.

Оскiльки в умовi задано функцiї на рiзних вiдрiзках (якi мають спiль-
ну точку дотику), то за адитивною властивiстю iнтеграла фiгура з пло-
щею S1 + S2 може лежати пiд графiками обох функцiй.

Тому спочатку задамо двi потрiбнi функцiї i побудуємо їх графiки,
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а потiм по черзi обчислимо iнтеграли вiд кожної з цих функцiй окре-
мо та вiд обох одночасно (рис. 2.2.8). Цим якраз i буде проiлюстровано
адитивну властивiсть iнтеграла.

Рис. 2.2.8.

За вiдповiдями переконуємося, що обчислено площi саме заштрихо-
ваних фiгур.

Аналогiчно за допомогою програми Gran1 зручно iлюструвати i такi
властивостi iнтеграла, як монотоннiсть, iнтеграл вiд модуля, вiд парної
(непарної) чи перiодичної функцiї.

2.2.7.2. Використання Maxima. У програмi Maxima є вбудована ко-
манда changevar(I,x=g(t),t,x), використання якої дозволяє зробити замiну

x = g(t) в iнтегралi I =
br

a
f (x) dx, попередньо заданому за командою

I:’integrate (f(x), x,a,b). При цьому спочатку на екран буде виведено но-
вий iнтеграл за новою змiнною та з новими межами iнтегрування, а потiм
його можна буде обчислити за командою nouns. Як i при невизначеному
iнтегруваннi, цю формулу доцiльно застосовувати, коли потрiбно перевi-
рити ефективнiсть рiзних пiдстановок, а також тодi, коли за допомогою
Maxima знайти iнтеграл безпосередньо не вдається.

Розглянемо кiлька прикладiв.
Приклад 1. Обчислити заданi iнтеграли за допомогою вказаних пiд-

становок: 1)
4r

0

dx
1+

√
x ,

√
x = t; 2)

ar

0

È
a+x
a−x dx, a+x

a−x = t2; 3)
ln 2r

0

√
ex − 1 dx,

ex − 1 = t2; 4)
π/2r

0

dx
3+2 cos x , t = tg x

2 .

� Введемо перший iнтеграл:
(%i1) ’integrate(1/(sqrt(x)+1),x,0,4);

(%o1)
4r

0

1√
x+1 dx

(%i2) changevar(%o23,sqrt(x)=t,t,x);
На запит, що з’являється,

Is t positive, negative, or zero?
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дамо вiдповiдь p, тобто t > 0. В результатi дiстаємо

(%o2) 2
2r

0

t
t+1 dt

Обчислюємо одержаний iнтеграл за командою
(%i3) %,nouns;
(%o3) 2 (2 − log(3))

Зауважимо, що iнтеграл (%o1) за командою integrate обчислити не вдає-
ться.

Переходимо до другого iнтеграла.
(%i4) ’integrate(sqrt((a+x)/(a-x)),x,0,a/2);

(%o4)

a
2r

0

È
x+a
a−x dx

(%i5) changevar(%o2,(a+x)/(a-x)=t^2,t,x);

(%o5) −4 a
−1r

−
√

3

t |t|
t4+2 t2+1 dt

Для подальшого обчислення цього iнтеграла потрiбно спростити пiдiнте-
гральну функцiю, розкривши модуль. Модуль буде розкрито, якщо зро-
бити припущення про знак t. У даному випадку, аналiзуючи межi iнте-
грування, робимо припущення

(%i6) assume(t<0);
(%o6) [t < 0]

Виведемо iнтеграл (%o5) на екран ще раз, тепер уже в спрощеному ви-
глядi:

(%i7) %o5,simp;

(%o7) 4 a
−1r

−
√

3

t2
t4+2 t2+1 dt

(%i8) %,nouns;

(%o8) 4
(︀ 4 π−3

3
2

24 − π−2
8

)︀
a

Така сама вiдповiдь отримується i при безпосередньому обчисленнi iн-
теграла (%o4) за командою integrate.

Перейдемо до третього iнтеграла, вилучивши попередньо припущен-
ня t < 0:

(%i9) forget(t<0)$
(%i10) ’integrate(sqrt(%e^x-1),x,0,log(2));

(%o10)
log(2)r

0

√
ex − 1 dx

(%i11) changevar(%,%e^x-1=t^2,t,x);

(%o11) −2
0r

−1

t |t|
t2+1 dt
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(%i12) assume(t<0)$
(%i13) %o11,simp;

(%o13) 2
0r

−1

t2
t2+1 dt

(%i14) %,nouns;
(%o14) − π−4

2
Цю вiдповiдь можна перевiрити i за допомогою команди integrate, засто-
сованої до iнтеграла (%o10).

Вилучимо всi факти про змiнну t з оперативної пам’ятi за командою
(%i15) kill(t)$
Нарештi, обчислимо четвертий iнтеграл, застосовуючи унiверсальну

тригонометричну пiдстановку:
(%i16) ’integrate(1/(3+2*cos(x)),x,0,%pi/2);

(%o16)

π

2r

0

1
2 cos(x)+3 dx

(%i17) changevar(%,tan(x/2)=t,t,x);

(%o17) 2
1r

0

1
(2 t2+2) cos(2 atan(t))+3 t2+3

dt

(%i18) %,trigexpand,ratsimp;

(%o18) 2
1r

0

1
t2+5 dt

(%i19) %,nouns;

(%o19)
2 atan

(︀
1√
5

)︀
√

5
Зробимо перевiрку:

(%i20) %o16,nouns;

(%o20)
2 atan

(︀
1√
5

)︀
√

5
Приклад 1 розв’язано повнiстю. �
Приклад 2. Обчислити заданi iнтеграли за допомогою вказаних пiд-

становок i проiлюструвати цi пiдстановки графiчно: 1)
2r

1
x2 dx, x2 = t;

2)
2r

1
x3 dx, x3 = t; 3)

1r

0

√
4 − x2 dx, 4 − x2 = (tx − 2)2; 4)

1r

0

√
4 − x2 dx,

x = 2 sin t.
� Замiну змiнної будемо виконувати, як i в попередньому прикладi,

але крiм цього зображатимемо графiки функцiй, що задаються вказаними
пiдстановками.

(%i1) I1:’integrate(x^2,x,1,2)$
(%i2) changevar(I1,x^2=t,t,x);
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(%o2) −

4r

1

√
t dt

2
Очевидно, ця вiдповiдь неправильна,
оскiльки початковий iнтеграл був не-
вiд’ємним, а отримали iнтеграл вiд’єм-
ний. Розглянемо графiчне зображення
зробленої пiдстановки (рис. 2.2.9).

(%i3) load(draw)$
(%i4) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,

xlabel="Ot",ylabel="Ox",
xaxis_width=2,yaxis_width=2,
line_width=4,color=blue,
proportional_axes=xy,
xtics=1,ytics=1,
implicit(x^2=t,t,0,4,x,-2,2));
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Рис. 2.2.9.
Рiвнянням x2 = t задаються двi функцiї x(t), а саме x = −

√
t i x =

√
t

(нижня й верхня гiлки параболи). При переходi до нової змiнної необхi-
дно вибрати якусь одну з цих функцiй. За програмою автоматично виби-
рається нижня гiлка, бо вона є першим розв’язком при виконаннi коман-
ди solve(x^2=t,x). А новi межi знаходяться простою пiдстановкою старих
меж у функцiю t = x2.

Перейдемо до iнтеграла 2).
(%i5) I2:’integrate(x^3,x,1,2)$
(%i6) changevar(I2,x^3=t,t,x);

(%o6)
(
√

3 i−1)
8r

1

t
1
3 dt

6
Цей результат неправильний, тому що вiн є уявним комплексним числом.
Подивимось на графiку (рис. 2.2.10), чи обгрунтованою була пiдстановка
x3 = t для даного iнтеграла.

(%i7) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,xlabel="Ot",ylabel="Ox",xtics=1,
ytics=1,xaxis_width=2,yaxis_width=2,proportional_axes=xy,
line_width=4,color=blue,implicit(x^3=t,t,-8,8,x,-2,2));
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Рис. 2.2.10.
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З геометричної точки зору все виглядає бездоганно. Для лiнiї t = x3

є рiвносильне задання x = t1/3, причому для вiдрiзка [1; 2] на осi Ox
очевидно iснує вiдрiзок на осi Ot, який вiдображається на нього. Про-
те потрiбно ще з’ясувати, як вiдшукується функцiя x = x(t) з рiвностi
x3 = t. Швидше за все, знову береться перший розв’язок, одержаний за
допомогою команди:

(%i8) solve(x^3=t,x);

(%o8) [x = (
√

3 i−1) t
1
3

2 , x = − (
√

3 i+1) t
1
3

2 , x = t
1
3 ]

Справдi, бачимо, що першими йдуть уявнi розв’язки, а потрiбний дiй-
сний розв’язок розташований останнiм. Таким чином, при застосуван-
нi команди changevar завжди можуть виникати помилки, коли рiвняння
G(t, x) = 0, через яке задається пiдстановка, має комплекснi розв’язки
вiдносно x (що можна перевiрити за командою solve(G(t,x),x) ).

Так, якщо для обчислення iнтеграла 1) замiсть пiдстановки x2 = t
зробити пiдстановку x =

√
t, то дiстанемо цiлком коректне розв’язання:

(%i9) changevar(I1,x=sqrt(t),t,x);
Is x positive, negative, or zero? p;

(%o9)

4r

1

√
t dt

2
Аналогiчно, коректне обчислення iнтеграла 2) здiйснюється при пiдста-
новцi x = t1/3.

Далi розглянемо iнтеграл 3) i виконаємо для нього запропоновану
другу пiдстановку Ейлера.

(%i10) I3:’integrate(sqrt(4-x^2),x,0,1)$
(%i11) changevar(I3,4-x^2=(t*x-2)^2,t,x);

(%o11) −
2−

√
3r

0

8 t4−16 t2+8
t6+3 t4+3 t2+1 dt

Обчислимо тепер початковий iнтеграл i поряд з ним новий iнтеграл:
(%i12) [ev(I3,nouns),ev(%o11,nouns)];

(%o12) [ 2 π+3
3
2

6 ,
8 atan(

√
3−2)−

√
3

2 ]
Щоб з’ясувати, наскiльки вiдрiзняються обидвi вiдповiдi, переобчислимо
їх ще раз, вже чисельно:

(%i13) %o12,numer;
(%o13) [1.913222954981036,−1.913222954981037]
Нарештi з’ясовується, що новий iнтеграл вiдрiзняється вiд початково-

го знаком. Побудуємо графiк застосованої тут пiдстановки (рис. 2.2.11).
(%i14) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,xlabel="Ot",ylabel="Ox",

xaxis_width=2,yaxis_width=2,line_width=4,color=blue,
proportional_axes=xy,xtics=2,ytics=1,
implicit(4-x^2=(t*x-2)^2,t,-6,6,x,-3,3));
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Рис. 2.2.11.
Дослiдимо, яка функцiя x(t) могла бути використана в якостi розв’язку
рiвняння 4 − x2 = (tx − 2)2:

(%i15) solve(4-x^2=(t*x-2)^2,x);
(%o15) [x = 4 t

t2+1 , x = 0]
Отже, за програмою знаходяться два розв’язки (що вiдповiдає геоме-

тричнiй iлюстрацiї), причому для переходу до нової змiнної за командою
changevar може бути вибрана тiльки функцiя x(t) = 4 t

t2+1 , i це правильний
вибiр. Неважко перевiрити шляхом пiдстановки, що й новi межi знайде-
но правильно. Чому ж тодi в кiнцевому результатi неправильний знак?

Звернемо увагу, що за командою замiни змiнної повертається резуль-
тат у виглядi спрощеного iнтеграла. У заданому iнтегралi 3) був наявний
корiнь квадратний, а у вiдповiдному йому iнтегралi (%o11) нiяких ра-
дикалiв уже немає. Це наводить на думку, що неправильний знак може
виникати при спрощеннi радикалiв. Пiдставимо “вручну” вираз 4 t

t2+1 в пi-

дiнтегральну функцiю
√

4 − x2 i проаналiзуємо, як за допомогою Maxima
буде спрощено отриманий вираз.

(%i16) sqrt(4-x^2),x=(4*t)/(t^2+1);

(%o16)
É

4 − 16 t2

(t2+1)2

Серед основних команд спрощування (ratsimp, factor, radcan) розкри-
ти корiнь можна тiльки за останньою командою. Тому застосуємо її для
спрощення розглядуваного виразу:

(%i17) radcan(%o16);
(%o17) 2 t2−2

t2+1

Легко бачити, що в заданих межах iнтегрування, тобто при t∈[0; 2−
√

3],
вираз (%o17) вiд’ємний, i вiн непридатний для подання виразу (%o16).
Це i є причиною помилкового знаку в iнтегралi (%o11).

Отже, при спрощеннi виразiв потрiбно обережно користуватися ко-
мандою radcan. А якщо робиться замiна змiнної у визначеному iнтегралi
за командою changevar i при цьому зникають знаки коренiв, то дуже вi-
рогiдно, що може виникнути помилка. На результат, що отримується за
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командою changevar, користувачевi вплинути практично неможливо.
Перейдемо до розв’язування пункту 4) прикладу 2. Оскiльки iнтеграл

I3 вже задано, то одразу зробимо в ньому тригонометричну замiну:
(%i18) changevar(I3,x=2*sin(t),t,x);
solve: using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.

(%o18) 4 i
π

6r

0
cos(t)

√︀
sin(t) − 1

√︀
sin(t) + 1 dt

Зобразимо графiчну iлюстрацiю даної пiдстановки (рис. 2.2.12).
(%i19) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,xlabel="Ot",ylabel="Ox",

xaxis_width=2,yaxis_width=2,line_width=4,color=blue,
proportional_axes=xy,xtics=2,ytics=1, explicit(2*sin(t),t,-6,6));
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З рис. 2.2.12 видно, що дана пiдстановка придатна для переходу до

нової змiнної, тiльки потрiбно правильно вибрати новi межi. Скорiш за
все, за командою changevar спочатку вiдшукується обернена функцiя t(x)
до заданої функцiї x(t), а потiм визначаються новi межi, як значення фун-
кцiї t(x) при вiдповiдних попереднiх межах. При вiдшуканнi оберненої
функцiї якраз i виникала неоднозначна ситуацiя, про яку говорилося в
супровiдному повiдомленнi. Неважко пересвiдчитися, що межi в новому
iнтегралi вибранi правильно. А от пiдiнтегральна функцiя за формою не
виглядає прийнятно, бо мiстить уявний множник i та вiд’ємний вираз
sin t − 1 пiд знаком одного з коренiв. Перевiримо, чи дорiвнює вираз
(%o18) шуканому iнтегралу. Спростимо його, а потiм обчислимо:

(%i20) rootscontract(%o18);

(%o20) 4 i
π

6r

0
cos(t)

È
sin(t)2 − 1 dt

(%i21) trigsimp(%);

(%o21) −4
π

6r

0
cos(t) | cos(t)| dt

Далi треба вказати, який знак виразу пiд знаком модуля. Оскiльки вiдрi-
зок iнтегрування [0; π/6] лежить у першiй чвертi, то задаємо припущення

(%i22) assume(cos(t)>0)$
(%i23) %o21,simp;
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(%o23) −4
π

6r

0
cos(t)2 dt

Обчислимо тепер початковий iнтеграл 4) i поряд його значення пiсля
замiни змiнної:

(%i24) [ev(I3,nouns),ev(%o23,nouns)];

(%o24) [ 2 π+3
3
2

6 ,− 2 π+3
3
2

6 ]
Отже, при замiнi змiнної в iнтегралi поставлено неправильний знак

мiнус. Виокремимо чiткiше причину цiєї помилки. До проведення усiля-
ких спрощень iнтеграл (%o18) повинен був мати вигляд

(%i25) ’integrate(sqrt(4-4*sin(t)^2)*2*cos(t),t,0,%pi/6);

(%o25) 2
π

6r

0
cos(t)

È
4 − 4 sin(t)2 dt

Оскiльки в iнтегралi (%o18) один корiнь розпався на два, то швидше за
все за алгоритмом команди changevar до пiдiнтенгральної функцiї було
застосовано команду radcan. Справдi,

(%i26) radcan(%o25);

(%o26) 4 i
π

6r

0
cos(t)

√︀
sin(t) − 1

√︀
sin(t) + 1 dt

Маємо пiдтвердження результату (%o18), що є опосередкованим пiдтвер-
дженням застосування команди radcan в алгоритмi команди changevar, а
в даному випадку її застосування було недоцiльне. Щоб повернутися до
початкового вигляду iнтеграла, тобто до (%o25), необхiдно виконувати
обернену операцiю rootscontract, за якою групуються коренi. При цьому
якщо уявний множник i стоїть безпосередньо бiля кореня, то вiн вноси-
ться пiд корiнь. А якщо цей множник винесений за знак iнтеграла, то
такого внесення не вiдбувається. Порiвняємо результат (%o20) застосу-
вання rootscontract до iнтеграла (%o18) (де i так i залишилося за знаком
iнтеграла) i окремо до його пiдiнтегральної функцiї:

(%i26) 4*%i*cos(t)*sqrt(sin(t)-1)*sqrt(sin(t)+1);
(%o26) 4 i cos(t)

√︀
sin(t) − 1

√︀
sin(t) + 1

(%i27) rootscontract(%);

(%o27) 4 cos(t)
È

1 − sin(t)2
Отже, при обчисленнi iнтеграла 4) з прикладу 2 було виявлено не-

доречностi в алгоритмi процедури changevar, пов’язанi з наслiдками за-
стосування в нiй команди radcan, автоматично усунути якi за певною
командою в Maxima неможливо. �

Для усунення виявлених недолiкiв у вбудованiй у Maxima командi за-
мiни змiнної changevar, а також для отримання бiльшого контролю над
процесом замiни змiнної визначимо нову команду chv(expr,G,t,x). За сво-
їм призначенням вона еквiвалентна командi changevar(expr,G,t,x), тiльки
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будується на iншому алгоритмi. При визначеннi цiєї команди використо-
вуються оператори програмування та деякi новi функцiї системи Maxi-
ma, про якi ранiше не згадувалось, але їх опис можна знайти в довiдцi
Maxima. Доцiльно зберегти означення команди chv у файлi

Maxima-5.25.1\share\maxima\5.25.1\share\integration\changevar1.mac,
пiсля чого вона стане доступною через load(changevar1).
chv(expr,G,t,x):=(block([f,g,h,a,b,a1,b1,G1,G2,n1,n2,i0,

gpr,ghpr,apr,bpr],
if string(part(expr,0))="integrate" and part(expr,2)=x
then (f:part(expr,1),

if length(expr)=2
then (G1:sort(solve(G,x)),n1:length(G1),i0:0,

for i:1 step 1 while (i<=n1 and is
(scalarp(part(G1[i],2)))) do i0:i0+1,

if i0<n1
then (for i:i0+1 step 1

while (i<=n1 and is (part(G1[i],1)#x or
not(freeof(x,part(G1[i],2)))))

do i0:i0+1,
if i0<n1
then (g:part(G1[i0+1],2),

if freeof (%i,g)
then ’integrate(subst(g,x,f)*diff(g,t),t)
else (print("-- Function",x,"(",t, ")","=",

g,"is complex!.."),expr))
else (print("-- It is impossible to express",

x,"(",t,")."),expr))
else (print("-- All solutions",x,"(",t,")",

"are constant!.."),expr))
else (a:part(expr,3),b:part(expr,4),G1:sort(solve(G,x)),

n1:length(G1),G2:sort(solve(G,t)),n2:length(G2),
a1:%gamma,b1:%gamma,g:1,i0:0,gpr:false,ghpr:false,
for i:1 step 1 while (i<=n1 and

is(scalarp(part(G1[i],2)))) do i0:i0+1,
if i0<n1
then (i0:i0+1,apr:plus,bpr:minus,

for i:i0 step 1 unless (i>n1 or ghpr)
do (if part(G1[i],1)=x and freeof(x,part(G1[i],2))

then (g:part(G1[i],2),gpr:true)
else g:1,
for j:1 step 1 unless (j>n2 or ghpr)
do (h:part(G2[j],2),a1:limit(h,x,a,plus),

b1:limit(h,x,b,minus),
if a1<=b1
then (apr:plus,bpr:minus)
else (apr:minus,bpr:plus),

if string(float(a))=
string(float(limit(g,t,a1,apr)))
and string(float(b))=
string(float(limit(g,t,b1,bpr)))

then ghpr:true)),

76



if ghpr
then (if not(freeof(%i,g))

then print("-- Function",x,"(",t, ")","=",
g,"is complex!.."),

if imagpart(a1)#0 or imagpart(b1)#0
then print("-- New bounds are complex!.."),
’integrate(subst(g,x,f)*diff(g,t),t,a1,b1))

else (if not(gpr)
then print("-- It is impossible to express",

x,"(",t,").")
else print("-- Substitution

is not correct!"),expr))
else (print("-- All solutions",x,"(",t,")",

"are constant!.."),expr)))
else (if string(part(expr,0))#"integrate"

then (print("-- Expression must be a single integral
without any coefficients!.."),return(expr)),

if part(expr,2)#x
then print("-- The 4-th argument must be marked as",

part(expr,2),"!.."),expr)))$

Описану вище процедуру-команду chv(expr,G,t,x) можна застосовува-
ти як до визначених, так i до невизначених iнтегралiв. Вираз expr пови-
нен являти собою тiльки один iнтеграл, причому без коефiцiєнтiв.

Обчислимо всi iнтеграли з прикладу 2 за допомогою нової команди
замiни змiнної chv.

(%i1) load(changevar1)$
(%i2) I:’integrate(x^2,x,1,2)$
(%i3) I1:chv(I,x^2=t,t,x)$ I1=ev(I1,nouns);

(%o4)

4r

1

√
t dt

2 = 7
3

(%i5) I:’integrate(x^3,x,1,2)$
(%i6) I1:chv(I,x^3=t,t,x)$ I1=ev(I1,nouns);

(%o7)

8r

1

t1/3 dt

3 = 15
4

(%i8) I:’integrate(sqrt(4-x^2),x,0,1);

(%o8)
1r

0

√
4 − x2 dx

(%i9) chv(I,4-x^2=(t*x-2)^2,t,x);

(%o9)
2−

√
3r

0

√︁
4 − 16 t2

(t2+1)2

(︀
4

t2+1 − 8 t2
(t2+1)2

�
dt

Щоб здiйснити спрощування пiдiнтегрального виразу, у тому числi пiд
знаком кореня, використаємо команду scanmap(f,expr), за якою функцiя
або команда f застосовується до всiх складових частин виразу expr:

(%i10) scanmap(factor,%);
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(%o10) −8
2−

√
3r

0

(t−1) (t+1) |t−1| |t+1|
(t2+1)3 dt

(%i11) assume(t-1<0,t+1>0)$
(%i12) %o10,factor

(%o12) 8
2−

√
3r

0

(t−1)2 (t+1)2

(t2+1)3 dt

(%i13) %,nouns;

(%o13) − 8 atan(
√

3−2)−
√

3
2

Щоб спростити вираз (%o13), позначимо a = arctg(2 −
√

3):
(%i14) a:atan(2-sqrt(3))$

i обчислимо tg 3a:
(%i15) tan(3*a),trigexpand,radcan;
(%o15) 1

Отже, 3a = π

4 ⇒ a = π

12 . Враховуючи це, спростимо (%o13):
(%i16) (8*%pi/12+sqrt(3))/2,radcan;

(%o16) 2 π+3
3
2

6

Обчислення iнтеграла 3) прикладу 2 завершено. Перейдемо до iнте-
грала 4). Застосуємо до iнтеграла (%o8) тригонометричну пiдстановку:

(%i17) chv(%o8,x=2*sin(t),t,x);
solve: using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.

(%o17) 2
π

6r

0
cos(t)

È
4 − 4 sin(t)2 dt

(%i18) trigsimp(%);

(%o18) 4
π

6r

0
cos(t) | cos(t)| dt

(%i19) assume(cos(t)>0)$
(%i20) %o19,simp;

(%o20) 4
π

6r

0
cos(t)2 dt

(%i21) %,nouns;

(%o21) 2 π+3
3
2

6
Таким чином, на вiдмiну вiд штатної команди changevar, за допомо-

гою нової команди chv вдалося безпомилково розв’язати усi завдання з
прикладу 2.

Розглянемо ще кiлька цiкавих iнтегралiв.
Приклад 3. Обчислити наступнi iнтеграли за методом пiдстановки:
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1)
4r

2

√
x2−4
x4 dx; 2)

π

4r

0

dx
a2 cos2 x+b2 sin2 x (a > 0, b > 0);

3)
ar

−a

3
È

x−2a
x+2a dx (a > 0); 4)

1r

0

√
x√

x+1 dx; 5)
3π/2r

π/2

√
cos x sin(x) dx.

� 1) Щоб позбутися кореня, використаємо формулу tg2 t = 1
cos2 t − 1

i зробимо замiну x = 2
cos t = 2 sec t:

(%i1) load(changevar1)$
(%i2) ’integrate(sqrt(x^2-4)/x^4,x,2,4);

(%o2)
4r

2

√
x2−4
x4 dx

(%i3) chv(%o2,x=2*sec(t),t,x);
solve: using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.

(%o3)

π

3r

0

√
4 sec(t)2−4 tan(t)

sec(t)3
dt

8
(%i4) trigsimp(%o3);

(%o4)

π

3r

0

sin(t) | cos(t)| | sin(t)| dt

4
(%i5) apply(assume,[cos(t)>0,sin(t)>0]);
(%o5) [cos(t) > 0, sin(t) > 0]
(%i6) %o4,simp;

(%o6)

π

3r

0

cos(t) sin(t)2 dt

4
(%i7) %,nouns;
(%o7)

√
3

32
Спробуємо ще застосувати до iнтеграла 1) третю пiдстановку Чебишова:

(%i8) chv(%o2,x^2-4=t^2*x^2,t,x);
– Function x ( t ) = 2 i√

t2−1
is complex!..

(%o8)

i
0r

−
√

3
2

t
√

t2−1
È

− 4
t2−1

−4 dt

8
Попередження про комплексну функцiю (точнiше, про її можливi уявнi
значення) не означає помилку, адже з урахуванням меж iнтегрування,
|t| < 1, в силу чого значення виразу 2 i√

t2−1
= 2√

1−t2
є дiйсними. Тому

продовжимо розв’язування:
(%i9) factor(%o8);
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(%o9)

0r

−
√

3
2

t2 dt

4
(%i10) %,nouns;
(%o10)

√
3

32
Пiсля спрощення стало зрозумiло, наскiльки ефективною є пiдстановка
Чебишова для даного iнтеграла, i що за допомогою комп’ютера її вико-
нано правильно.

Обчислимо ще iнтеграл 1) за допомогою першої пiдстановки Ейлера.
(%i11) chv(%o2,x^2-4=(x-t)^2,t,x);

(%o11) −16
2r

4−2
√

3

t4
(︀

1− t2+4
2 t2

�√︁ (t2+4)2

4 t2
−4

(t2+4)4 dt

Далi застосуємо команду sqfr, яка аналогiчна до команди factor, проте за
її допомогою здiйснюється лише часткове розкладання на множники:

(%i12) scanmap(sqfr,%);

(%o12) −4
2r

−2 (
√

3−2)

(t2−4) |t| |t2−4|
(t2+4)4 dt

Знайдемо наближене значення нижньої межi:
(%i13) -2*(sqrt(3)-2),numer;
(%o13) 0.53589838486225

Звiдси стає зрозумiлим, що для розкриття модулiв у iнтегралi (%o12)
слiд зробити припущення:

(%i14) assume(t>0,t<2)$
(%i15) %o12,simp;

(%o15) −4
2r

−2 (
√

3−2)

t (4−t2) (t2−4)
(t2+4)4 dt

Останнiй iнтеграл також спростимо за допомогою пiдстановки u = t2.
Оскiльки при застосуваннi команди chv вимагається, щоб перед iнтегра-
лом не було нiяких коефiцiєнтiв, то iнтеграл (%o15) спочатку подiлимо,
а потiм помножимо на −4:

(%i16) -4*chv(%o15/(-4),t^2=u,u,t);

(%o16) 2
4r

−4 (4
√

3−7)

(u−4)2

(u+4)4 du

(%i17) %o16,nouns,ratsimp;
(%o17)

√
3

32
Обчисливши iнтеграл 1) рiзними способами, можна зробити висновок

про те, яка з виконаних пiдстановок виявилась найефективнiшою.
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Перед обчисленням кожного наступного iнтеграла з прикладу 3 пере-
запускатимемо сеанс Maxima.

2) У цьому iнтегралi наявнi параметри a, b. За теорiєю рекомендує-
ться робити замiну t = tg x, хоч можна спробувати i такi пiдстановки, як
t = ctg x або t = tg x

2 . Зупинимось на першiй пiдстановцi.
(%i1) load(changevar1)$
(%i2) ’integrate(1/(a^2*cos(x)^2+b^2*sin(x)^2),x,0,%pi/4);

(%o2)

π

4r

0

1
b2 sin(x)2+a2 cos(x)2 dx

(%i3) chv(%o2,t=tan(x),t,x);
solve: using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.

(%o3)
1r

0

1
(t2+1) ( b2 t2

t2+1
+ a2

t2+1
)
dt

(%i4) ratsimp(%);

(%o4)
1r

0

1
b2 t2+a2 dt

(%i5) %,nouns;

(%o5)
atan( b

a )
a b

Iнтеграл 2) обчислено.
Якщо аналогiчно спробувати зробити пiдстановку t = ctg x, то дiста-

немо так званий невласний iнтеграл
∞r

1

1
a2 t2+b2 dt = π

2 a b − atan( a
b )

a b , а це

не дорiвнює iнтегралу 2). Помилка виникла тому, що порушено умови,
за яких є правильною формула замiни змiнної (межi a = 0 вiдповiдає
нескiнченна межа α = ∞, що некоректно).

Унiверсальна тригонометрична пiдстановка t = tg x
2 (як це часто бу-

ває) приводить до громiздкого iнтеграла 2
tan( π

8 )r

0

t2+1
a2 t4+(4 b2−2 a2) t2+a2 dt, при

обчисленнi якого за програмою видається багато додаткових запитiв що-
до знакiв серiї громiздких виразiв, що зрештою заводить у тупик.

3) Даний iнтеграл мiстить параметр i в пiдiнтегральнiй функцiї, i в
межах iнтегрування. За допомогою Maxima безпосереднiм iнтегруванням
його обчислити неможливо. Разом з тим, використовуючи команду chv
для замiни змiнної, матимемо:

(%i1) load(changevar1)$
(%i2) ’integrate(((x-2*a)/(x+2*a))^(1/3),x,-a,a);

(%o2)
ar

−a

(x−2 a)
1
3

(x+2 a)
1
3

dx

(%i3) chv(%o2,(x-2*a)/(x+2*a)=t^3,t,x);
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(%o3)

− 1

3
1
3r

−3
1
3

(︀
− 2 a t3+2 a

t3−1
−2 a
� 1

3
(︀

3 t2 (2 a t3+2 a)

(t3−1)2
− 6 a t2

t3−1

�
(︀

2 a− 2 a t3+2 a
t3−1

� 1
3

dt

(%i4) factor(%);

(%o4) 12 a

− 1

3
1
3r

−3
1
3

t3
(t3−1)2 dt

(%i5) %,nouns,logcontract,ratsimp;

(%o5)
(︀
4
√

3 atan
(︀√

3−2 3
5
6

3

)︀
−4

√
3 atan

(︀√
3−2 3

1
6

3

)︀
−3

5
3 +3

4
3
)︀

a
3

Iнтеграл 3) обчислено точно, у символьному виглядi. Щоб пiдтвердити
правильнiсть результату (%o5), можна скористатися iншим засобом ком-
п’ютерної математики, наприклад, програмою Gran1.

Переобчислимо чисельно вираз (%o5):
(%i6) %o5,numer;
(%o6) −2.041614878242466 a

Тепер обчислимо значення iнтеграла 3) у випадку a = 1 за допомо-
гою програми Gran1: I = −2.04161. Це вже є вагомим пiдтвердженням
правильностi результатiв застосування обох програм. Крiм того, оцiнити
приблизно правильнiсть i законнiсть iнтегрування допомагає зображен-
ня (за програмою Gran1) геометричного змiсту даного iнтеграла (рис.
2.2.13):

y = 3
È

x−2
x+2

Рис. 2.2.13.

До речi, за штатною командою системи Maxima
(%i7) changevar(%o5,(x-2*a)/(x+2*a)=t^3,t,x);

отримується iнтеграл з уявними межами:

(%o7) 12 a

−
√

3 i−1

2 3
1
3r

− 3
5
6 i−3

1
3

2

t3
t6−2 t3+1 dt

Зрозумiло, що за допомогою цього iнтеграла коректно обчислити iнте-
грал 3) неможливо.
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4) Даний iнтеграл цiкавий тим, що безпосереднiм iнтегруванням у
програмi Maxima вiн не береться:

(%i1) integrate(sqrt(x)/(sqrt(x)+1),x,0,1);

(%o1)
1r

0

√
x√

x+1dx

Проте вiдповiдний невизначений iнтеграл береться:
(%i2) integrate(sqrt(x)/(sqrt(x)+1),x);
(%o2) −4 (

√
x + 1) + (

√
x + 1)2 + 2 log(

√
x + 1)

Маючи первiсну, досить просто скористатися формулою Ньютона – Лей-
бнiца:

(%i3) ev(%,x=1)-ev(%,x=0);
(%o3) 2 log(2) − 1

Другим способом обчислення iнтеграла 4) є спосiб замiни змiнної:
(%i4) changevar(%o1,t=sqrt(x),t,x);
Is t positive, negative, or zero?p;

(%o4) 2
1r

0

t2
t+1 dt

(%i5) %,nouns;
(%o5) 2 log(2) − 1
5) Спробуємо обчислити даний iнтеграл безпосередньо:
(%i1) ’integrate(sqrt(cos(x))*sin(x),x,%pi/2,3*%pi/2);

(%o1)

3 π

2r

π

2

√︀
cos(x) sin(x) dx

(%i2) %,nouns;
(%o2) 0

Тепер спробуємо обчислити iнтеграл 5) за допомогою вбудованої коман-
ди замiни змiнної:

(%i3) changevar(%o1,cos(x)=t,t,x);
(%o3) 0
Обома способами за допомогою Maxima отримано однаковi результа-

ти.
Зауважимо, що у прикладi 3, 5) пiдiнтегральна функцiя як дiйсна фун-

кцiя не визначена в жоднiй точцi всерединi промiжку iнтегрування. Гра-
фiк цiєї функцiї, побудований за програмою Gran1, є таким (рис. 2.2.14):

Рис. 2.2.14.
Проте ця функцiя визначена i неперервна на заданому вiдрiзку як ком-

плекснозначна функцiя дiйсної змiнної. За домомогою системи Maxima
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можна обчислювати iнтеграли i вiд таких функцiй. Так, якщо a < 0, то в
якостi кореня

√
a береться його головне значення, а саме i

√
−a. Тому й

отримуємо
3π/2w

π/2

√
cos x sin x dx = i

3π/2w

π/2

√
− cos x d(− cos x) = i

0w

0

√
t dt = 0.

Взагалi, при iнтегруваннi функцiї x
1
n = n

√
x на вiдрiзку [a; b]⊂(−∞; 0]

у випадку непарного n в якостi значень n
√

x беруться дiйснi значення, а

у випадку парного n – головнi значення: n
√

x= n
È

|x|(cos arg x
n +i sin arg x

n ).
Наприклад,

(%i4) integrate(x^(1/5),x,-32,0);
(%o4) − 160

3
(%i5) integrate(x^(1/4),x,-16,0);

(%o5) 128(−1)
1
4

5
(%i6) rectform(%);

(%o6) 2
13
2 i
5 + 2

13
2

5
Цю особливiсть системи Maxima слiд також мати на увазi пiд час

обчислення iнтегралiв. �
Таким чином, при обчисленнi iнтегралiв за методом замiни змiнної з

використанням програми Maxima необхiдно враховувати:

1) операцiя замiни змiнної складна для комп’ютерної реалiзацiї i да-
леко не в кожнiй елементарнiй функцiї f (x) можна за допомогою
комп’ютера автоматично замiнити незалежну змiнну на довiльну
елементарну функцiю x(t), навiть якщо така замiна буде теорети-
чно обґрунтованою;

2) при виконаннi цiєї операцiї потрiбно контролювати ситуацiю на
предмет законностi обраної замiни та можливих операцiй у ком-
п’ютернiй системi у неоднозначних ситуацiях;

3) доцiльно впевнитися, чи iснує заданий iнтеграл; зобразити графiк
функцiї G(t, x) = 0, якою задається пiдстановка; виразити явно
функцiї x(t) i t(x) за допомогою команди solve тощо;

4) за вбудованою командою changevar досить часто отримуються не-
коректнi результати, тому краще користуватися наведеною вище
користувацькою процедурою chv;

5) бажано перевiряти результати, отриманi за допомогою системи
Maxima, застосовуючи iншi системи комп’ютерної математики або
письмовi викладки;

6) слiд взагалi розглядати отриманi за допомогою комп’ютера резуль-
тати як гiпотези, якi потрiбно перевiряти.
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Формули iнтегрування частинами для визначеного iнтеграла в систе-
мi Maxima немає, але реалiзувати її доволi просто. Для цього досить до-
дати у файл bypart1.mac (про який iшла мова в пiдпунктi 1.3.8.2) такий
рядок:

byparts2(x,u,dv,a,b):=(block([v],v:integrate(dv,x),subst(b,x,u*v)-
subst(a,x,u*v)-’integrate(v*rat(diff(u,x)),x,a,b)))$

В аргументах цiєї команди задається лiва частина формули iнтегру-
вання частинами (змiнна iнтегрування, вирази, якi позначаються через
u, v′, та межi iнтегрування). Результатом виконання наведеної вище ко-
манди є права частина формули iнтегрування частинами (причому вираз

uv |ba буде одразу обчислено, а iнтеграл
br

a
v du буде виведено у необчи-

сленiй формi, щоб можна було його проаналiзувати).
Приклад 4. Обчислити наступнi iнтеграли за методом iнтегрування

частинами: 1)
1r

−1
x 2x dx; 2)

1r

0
ln(1+x2) dx; 3)

π/3r

π/4

x dx
sin2 x ; 4)

1/2r

0
arcsin2 x dx;

5)
π/2r

0
sin 2x arctg(sin x) dx.

� Iнтеграли 1) – 3) обчислюються за методом iнтегрування частинами
як звичайно. Тому просто проiлюструємо обчислення їх з використанням
системи Maxima.

(%i1) load(bypart1)$
(%i2) byparts2(x,x,2^x,-1,1);

(%o2) 5
2 log(2) −

1r

−1

2x dx

log(2)
(%i3) %,nouns;
(%o3) 5

2 log(2) −
3

2 log(2)2

(%i4) byparts2(x,log(1+x^2),1,0,1);

(%o4) log(2) − 2
1r

0

x2

x2+1 dx

(%i5) %,nouns;
(%o5) log(2) + π−4

2
(%i6) byparts2(x,x,1/sin(x)^2,%pi/4,%pi/3);

(%o6)

π

3r

π

4

1
tan(x) dx − π

3
3
2

+ π

4

(%i7) %,nouns;
(%o7) log

(︀√3
2

)︀
+ log(2)

2 − π

3
3
2

+ π

4

4) Для обчислення даного iнтеграла потрiбно двiчi застосувати фор-
мулу iнтегрування частинами.
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(%i8) byparts2(x,asin(x)^2,1,0,1/2);

(%o8) π
2

72 − 2
1
2r

0

x asin(x)√
1−x2

dx

(%i9) byparts2(x,asin(x),-2*x/sqrt(1-x^2),0,1/2);
(%o9) π

2
√

3
− 1

(%i10) %pi^2/72+%;
(%o10) π

2

72 + π

2
√

3
− 1

5) Обчислення цього iнтеграла доцiльно розпочати iз замiни змiнної
sin x = t, а потiм продовжити iнтегрувати частинами.

(%i11) load(changevar1)$
(%i12) ’integrate(sin(2*x)*atan(sin(x)),x,0,%pi/2);

(%o12)

π

2r

0
sin(2 x) atan(sin(x)) dx

(%i13) chv(%o12,sin(x)=t,t,x);
solve: using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.

(%o13)
1r

0

atan(t) sin(2 asin(t))√
1−t2

dt

(%i14) trigexpand(%);

(%o14) 2
1r

0
t atan(t) dt

(%i15) byparts2(t,atan(t),2*t,0,1);

(%o15) π

4 −
1r

0

t2
t2+1 dt

(%i16) %,nouns,expand;
(%o16) π

2 − 1
Виконаємо перевiрку правильностi обчислення iнтеграла 5) за допомо-
гою програми Gran1. Знайдемо спочатку наближене десяткове подання
цього iнтеграла за програмою Maxima:

(%i17) %o16,numer;
(%o17) 0.5707963267949

Тепер обчислимо значення iнтеграла 5) за допомогою програми Gran1:
I = 0.570796. Перевiрка пройшла успiшно. Крiм того, легко бачити, що
пiдiнтегральна функцiя на промiжку iнтегрування додатна. Поглянемо на
фiгуру, площу якої виражає знайдений iнтеграл (рис. 2.2.15).

y = sin 2x arctg(sin x)

Рис. 2.2.15.

86



Тепер повернемося до Maxima i виконаємо безпосереднє обчислення
iнтеграла 5):

(%i18) %o12,nouns;
(%o18) − π

2 − 1
Дiстали помилковий результат. Це ще раз свiдчить про те, що далеко не
все, що отримується за допомогою систем комп’ютерної математики, є
вiрогiдним.

Проаналiзуємо можливi причини виникнення останньої помилки. Об-
числимо вiдповiдний невизначений iнтеграл:

(%i19) integrate(sin(2*x)*atan(sin(x)),x);

(%o19) − 1
4

(︀(︀
cos 2x−3

)︀
atan 2

(︀
sin 2x+2 sin x, cos 2x+2 cos x−1

)︀
+
(︀
cos 2x−3

)︀
atan 2

(︀
sin 2x−2 sin x,− cos 2x+2 cos x+1

)︀
+4 sin x

�
Нагадаємо, що atan 2(y, x) = arg(x+iy). Можна припустити, що помилка
зумовлена переходом до функцiй комплексної змiнної. При цьому вираз

(%i20) 2*sin(x)*cos(x)*atan(sin(x));
(%o20) 2 cos(x) sin(x) atan (sin(x))

iнтегрується коректно:
(%i21) integrate(%o20,x),expand;
(%o21) sin(x)2 atan (sin(x)) + atan (sin(x)) − sin(x) �
Метод iнтегрування частинами часто застосовують до виведення ре-

курентних формул для обчислення iнтегралiв.

Приклад 5. Обчислити iнтеграл I =
π/br

0
eax sin bx dx (a > 0, b > 0).

� Застосуємо формулу iнтегрування частинами:
(%i1) load(bypart1)$
(%i2) byparts2(x,%e^(a*x),sin(b*x),0,%pi/b);

(%o2)
a

π

br

0

ea x cos(b x) dx

b + e
π a
b

b + 1
b

Далi застосуємо формулу iнтегрування частинами до iнтеграла, який
утворився, причому за u знову позначимо eax:

(%i3) byparts2(x,%e^(a*x),cos(b*x),0,%pi/b);

(%o3) −
a

π

br

0

ea x sin(b x) dx

b
Отже, I = %o2, де iнтеграл в %o2 дорiвнює %o3 = − a

b I . Складемо
рiвняння:

(%i4) (a*(-a)/b*I)/b+%e^((%pi*a)/b)/b+1/b=I;

(%o4) − a2 I
b2 + e

π a
b

b + 1
b = I

Розв’язавши це рiвняння, тим самим знайдемо шуканий iнтеграл:
(%i5) solve(%,I),factor;
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(%o5) [I =
b
(︀
e

π a
b +1
)︀

b2+a2 ] �
На розглянутих прикладах продемонстровано особливостi застосува-

ння програми Maxima до обчислення визначених iнтегралiв за методами
замiни змiнної та iнтегрування частинами.

Серед багатьох iнших застосувань розглянемо ще лише одне – це
можливiсть оперування з визначеними iнтегралами зi змiнними межами
iнтегрування.

Приклад 6. Продиференцiювати наступнi функцiї: 1)

√
xr

0
cos t2 dt;

2)
0r

−
√

arccos x
cos t2 dt; 3)

ln xr

−x2

arctg t dt.

� Розв’язання цих прикладiв за допомогою системи Maxima наочне i
не потребує коментарiв.

(%i1) ’integrate(cos(t^2),t,0,sqrt(x));

(%o1)

√
xr

0
cos(t2) dt

(%i2) diff(%,x);
(%o2) cos(x)

2
√

x
(%i3) ’integrate(cos(t^2),t,-sqrt(acos(x)),0);

(%o3)
0r

−
√

acos(x)

cos(t2) dt

(%i4) diff(%,x);
(%o4) − x

2
√

1−x2
√

acos(x)

(%i5) ’integrate(atan(t),t,-x^2,log(x));

(%o5)
log(x)r

−x2

atan(t) dt

(%i6) diff(%,x);
(%o6) atan(log(x))

x − 2 x atan(x2) �
2.2.8. Завдання для виконання за допомогою комп’ютера.

1. Навести геометричну iлюстрацiю властивостей 1 – 7 R-iнтеграла.

2. Проiлюструвати ситуацiю, коли формальна замiна змiнної дає не-
правильний результат при обчисленнi R-iнтеграла.

3. Проiлюструвати метод iнтегрування частинами для обчислення R-
iнтеграла.
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3. ЗАСТОСУВАННЯ
IНТЕГРАЛЬНОГО ЧИСЛЕННЯ

3.1. Обчислення довжини дуги кривої

3.1.1. Поняття кривої. Приклади кривих. Iнтуїтивне поняття
кривої пов’язане iз слiдом, який залишає матерiальна точка (кiнчик за-
гостреного олiвця), що рухається на площинi OXY (або C). При цьому
певному моменту часу (параметру) t вiдповiдає на кривiй певна точка
Mt(x, y) (або Mt(z)) з координатами на площинi x = x(t), y = y(t) (або
z = z(t)). З фiзичних мiркувань природно розрiзняти точки кривої не
тiльки за їх координатами, тобто за положенням матерiальної точки на
площинi, а й за моментом часу (параметром) t, в який матерiальна точка
займає це положення.

У зв’язку з такими уявленнями про криву вводять наступнi означення.
Нехай на промiжку ⟨a; b⟩ заданi неперервнi дiйснi функцiї x = x(t),

y = y(t) (або неперервна комплекснозначна функцiя z = z(t)). Тодi кри-
вою або параметричною кривою у площинi OXY (або в комплекснiй пло-
щинi C) називають множину Γ = {Mt(x, y): x = x(t), y = y(t), t ∈ ⟨a; b⟩}
(або Γ = {Mt(z): z = z(t), t ∈ ⟨a; b⟩}). При цьому елемент Mt(x, y) (або
Mt(z)) цiєї множини називають точкою кривої Γ, що вiдповiдає параме-
тру t, числа x = x(t), y = y(t) (або z = z(t)) називають координатами
цiєї точки у площинi OXY (або C), а рiвностi⌈︀

x = x(t),
y = y(t), t ∈ ⟨a; b⟩ (або z = z(t), t ∈ ⟨a; b⟩) (1)

називають параметричними рiвняннями кривої Γ в дiйснiй (або в ком-
плекснiй) формi.

Якщо ототожнювати площини OXY та C, тобто ототожнювати точки
(x, y) та z = x+iy, то вiд дiйсної форми параметричного рiвняння кривої
легко перейти до комплексної i навпаки, оскiльки z(t) = x(t) + iy(t)
∀t ∈ ⟨a; b⟩.

Зрозумiло, що кожна крива цiлком визначається своїми параметри-
чними рiвняннями. Тому часто замiсть слiв “крива Γ, параметричнi рiв-
няння якої мають вигляд (1)” використовують слова “крива Γ вигляду
(1)” , або “крива (1)”, або крива Γ: x = x(t), y = y(t), t ∈ ⟨a; b⟩ (Γ:
z = z(t), t ∈ ⟨a; b⟩).

Якщо в рiвняннi (1) x(t) = t ∀t ∈ [a; b] або y(t) = t ∀t ∈ [a; b], то
кажуть що крива Γ задана явним рiвнянням y = y(x), x ∈ [a; b], або
x = x(y), y ∈ [a; b].
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Нехай у рiвняннi (1) x = ρ(t) cos t, y = ρ(t) sin t ∀t ∈ ⟨a; b⟩ i ρ(t) > 0

∀t ∈ ⟨a; b⟩. Тодi ρ :=
È

x2 + y2 = ρ(t) ∀t ∈ ⟨a; b⟩ i кажуть, що крива Γ
задана рiвнянням у полярних координатах ρ = ρ(t), t ∈ ⟨a; b⟩, якщо ρ(t)
– це вiдстань точки (x, y) вiд початку координат, а параметр t – це кут,
який радiус-вектор точки (x, y) утворює з додатним напрямом осi OX
(рис. 3.1.1).

X

Y

O x

y

�� �t

t

M x,yt� �

Ðèñ. 3.1.1.

Точку (x, y) (точку z) називають слiдом точки Mt(x, y) (точки Mt(z))
кривої (1) на площинi XOY (на площинi C), а сукупнiсть усiх таких слiдiв
називають слiдом кривої Γ на вiдповiднiй площинi i позначають Γc.

Точки Mt1(x1, y1) i Mt2(x2, y2) кривої Γ вважають рiзними, якщо t1 ̸=
t2, тобто цi точки вiдповiдають рiзним значенням параметра t. При цьому
рiзнi точки кривої, взагалi кажучи, можуть мати однаковi координати,
тобто можуть мати однаковi слiди на площинi OXY (або C).

Якщо рiзнi точки кривої (1) обов’язково мають рiзнi координати (рi-
знi слiди), крiм, можливо, випадку t = a i t = b, то цю криву називають
кривою без точок самоперетину, або простою кривою, або кривою Жор-
дана.

Наприклад, крива Γ, задана явним рiвнянням, завжди є простою кри-
вою.

Для простої кривої можна опускати iндекс t в позначеннi її точок,
тобто Γ – проста крива ⇔ Γ = {M(x, y): x = x(t), y = y(t), t ∈ ⟨a; b⟩},
зокрема Γ = {M(x, y): y = y(x), x ∈ [a; b]}. Отже, простi кривi можна
ототожнювати з вiдповiдними множинами точок у площинi OXY або C.

Розглянемо деякi приклади кривих.
1. Графiк Γ(f ) кожної основної елементарної функцiї f можна вважати

кривою Жордана у площинi OXY , якщо розглядати f на ⟨a; b⟩ ⊂ D(f ).
Наприклад, Γ = {M(x, y): y = sin x, x ∈ R} – синусоїда в площинi OXY ,
а в площинi C синусоїда має вигляд Γ = {z = t + i sin t, t ∈ R}.

2. Кожна пряма в площинi OXY цiлком визначається двома рiзними
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точками Mt1(x1, y1) i Mt2(x2, y2) i має рiвняння y = y1 або x = x1, або
x − x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
= t ∈ R ⇔⌈︀

x = x1 + (x2 − x1)t = x2t + x1(1 − t),
y = y1 + (y2 − y1)t = y2t + y1(1 − t), t ∈ R.

Таким чином, кожна пряма в площинi OXY є параметричною кривою
в цiй площинi i має рiвняння вигляду⌈︀

x = x2t + x1(1 − t),
y = y2t + y1(1 − t), t ∈ R,

(2)

де (x1, y1) ̸= (x2, y2) – фiксованi точки прямої.
З останньої системи легко дiстати рiвняння прямої в комплекснiй пло-

щинi:

z = x(t) + iy(t) = (x2 + iy2)t + (x1 + iy1)(1 − t) =

= z2t + (1 − t)z1, t ∈ R.

Кожна пряма є простою кривою.
3. Рiвняння кола (x − x0)2 + (y − y0)2 = r2 в параметричнiй дiйснiй

формi має вигляд ⌈︀
x − x0 = r cos t,
y − y0 = r sin t, t ∈ [0; 2π],

⇔⌈︀
x = x0 + r cos t,
y = y0 + r sin t, t ∈ [0; 2π],

(3)

а в комплекснiй формi – вигляд

z = x(t) + iy(t) = x0 + iy0 + r(cos t + i sin t) =

= z0 + r exp it, t ∈ [0; 2π] (рис. 3.1.2).

X

Y

O

x

y

t

M x,yt� �

Ðèñ. 3.1.2.

y�

x�

r

Крива (3) є простою кривою, а якщо у рiвняннi (3) замiнити вiдрiзок
[0; 2π] на вiдрiзок [0; 4π], то крива (3) вже не буде простою, проте слiдом
цiєї кривої залишиться коло з центром у точцi (x0; y0) i радiусом r.

91



4. Криву Γ, рiвняння якої в полярних координатах має вигляд ρ =
a(1+cos t), t ∈ [0; 2π], де a > 0 – фiксоване число, називають кардiоїдою
(рис. 3.1.3).

XO

t

M ,�� �� �� � ��� ��t t M t,a tcos

Ðèñ. 3.1.3.

2a

Рiвняння кардiоїди в комплекснiй формi має вигляд

z = a(1 + cos t) exp it, t ∈ [0; 2π].

Кардiоїда є кривою Жордана, тобто простою кривою, а якщо розглянути
рiвняння ρ = a(1 + cos t), t ∈ [−2π; 2π], то воно буде рiвнянням кривої,
що не є кривою Жордана, проте її слiдом у площинi XOY залишиться
кардiоїда.

Дугою кривої Γ вигляду (1) називають множину тих точок Mt(x, y) ∈
Γ, що вiдповiдають параметру t, який набуває значень з вiдрiзка [α; β] ⊂
⟨a; b⟩. При цьому точку A = (x(α), y(α)) називають початковою, а точку

B = (x(β), y(β)) – кiнцевою точкою дуги i позначають цю дугу öAB, а

якщо A = B, то дугу öAB називають замкненою дугою або контуром.
Точки A i B називають також межовими точками дуги öAB.

Зрозумiло, що кожна дуга кривої (1) сама є деякою кривою, але до-
вiльна крива (1) є дугою тодi й тiльки тодi, коли ⟨a; b⟩ = [a; b].

Наприклад, пряма (2) не є дугою, але крива⌈︀
x = x2 + x1(1 − t),
y = y2 + y1(1 − t), t ∈ [0; 1],

є дугою: це орiєнтований або напрямлений вiдрiзок [A;B], де A =
(x1, y1), а B = (x2, y2).

Так само напрямлений вiдрiзок [z1; z2] = {z = z2t + z1(1 − t): t ∈
[0; 1]} у комплекснiй площинi є дугою.

Також дугою є коло z = z0 + r exp it, t ∈ [0; 2π], i кардiоїда ρ =
a(1 + cos t), t ∈ [0; 2π]; цi дуги є замкненими, тобто контурами.

Якщо дуга öAB є кривою Жордана, то її називають простою дугою.
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3.1.2. Поняття довжини дуги. Коли дуга öAB є вiдрiзком, напри-
клад, [z1; z2], то природно вважати що її довжина l(öAB) = |z1 − z2|, а

якщо öAB =
n−1⋃︀
k=0

[zk; zk+1] – ламана, то за означенням l(öAB) =
n−1∑︀
k=0

|zk+1 −

zk| – довжина цiєї ламаної.
Природно виникає питання, що розумiти пiд довжиною довiльної ду-

ги öAB.
Щоб вiдповiсти на поставлене питання розглянемо довiльну дугу öAB,

параметричне рiвняння якої в комплекснiй формi має вигляд z = z(t),
t ∈ [α; β]. Зауважимо, що коли це рiвняння задане в дiйснiй формi⌈︀

x = x(t),
y = y(t), t ∈ [α; β],

то вiд нього зажди можна перейти до рiвняння в комплекснiй формi,
поклавши z = x(t) + iy(t), t ∈ [α; β].

Вiзьмемо довiльне розбиття T вiдрiзка [α; β] точками tk, k ∈ 0,n, i
позначимо zk = z(tk) ∀k ∈ 0,n − 1.

Точки zk утворюють ламану, вписану в дугу öAB, довжина якої L(T ) =
n−1∑︀
k=0

|zk+1 − zk| (рис. 3.1.4).
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Ðèñ. 3.1.4.
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Довжиною дуги öAB називають число

L = sup
(T )

L(T ) = sup
(T )

n−1∑︁
k=0

|zk+1 − zk| =

= sup
(T )

n−1∑︁
k=0

|z(tk+1) − z(tk)| =
β

V
α

z(t).

При цьому, якщо L(T ) < +∞, то дугу öAB називають спрямлюваною.
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Для кожної кривої, що одержується з дуги öAB шляхом вилучення при-
наймнi однiєї межової точки, вважають, що вона має ту саму довжину,
що й дуга öAB.

3.1.3. Критерiї спрямлюваностi.
Теорема 1 (перший критерiй спрямлюваностi). Дуга öAB: z = z(t) =

x(t) + iy(t), t ∈ [α; β] (або⌈︀
x = x(t),
y = y(t), t ∈ [α; β])

є спрямлюваною дугою тодi й тiльки тодi, коли функцiя z = z(t), t ∈
[α; β] (функцiї x = x(t), y = y(t), t ∈ [α; β]) має (мають) обмежену

варiацiю на вiдрiзку [α; β]. Зокрема, дуга öAB: y = f (x), x ∈ [α; β], є

спрямлюваною тодi й тiльки тодi, коли
β

V
α

f < +∞.

Всi розглянутi вище дуги (вiдрiзок, коло, кардiоїда) є спрямлюваними
дугами. Проте iснують i неспрямлюванi дуги.

Приклад 1. Дуга öAB: y = x sin 1
x , x ∈ [0; 1], де y(0) = 0, не є спрям-

люваною, оскiльки функцiя f , що задає дугу, не є функцiєю обмеженої
варiацiї на вiдрiзку [0; 1].
� Справдi, якщо x(m)

0 = 0, x(m)
1 = 2

π(2m+1) , x(m)
2 = 2

π·2m , x(m)
3 = 2

π(2m−1) ,

. . . , x(m)
2m+1 = 2

π
, x(m)

2m+2 = 1, то
2m+1∑︁
k=0

⃒⃒
f (xk+1) − f (xk)

⃒⃒
>

2
π

�
1 +

1
2

+ . . . +
1

2m + 1

�
→ ∞,

коли m → ∞. �
Вiзьмемо довiльну точку C = Mt*(z(t*)) дуги öAB: z = z(t), t ∈ [α; β].

Ця точка вiдповiдає параметру t* ∈ [α; β]. Вважатимемо, що t* ∈ (α; β).
Тодi дуга öAB: z = z(t), t ∈ [α; β], є об’єднанням дуг öAC: z = z(t),
t ∈ [α; t*], i öCB: z = z(t), t ∈ [t*; β]. Саме так розумiтимемо надалi

рiвнiсть öAB = öAC ∪öCB.
Теорема 2 (адитивна властивiсть довжини дуги). Якщо дуга öAB =öAC ∪öCB, то дуга öAB є спрямлюваною тодi i тiльки тодi, коли спрямлю-

ванi дуги öAC i öCB. При цьому L(öAB) = L(öAC) + L(öCB).
Досить часто на практицi поняття довжини дуги вводять по-iншому:

L = lim
λ(T )→0

L(T ). Еквiвалентнiсть двох вказаних означень довжини дуги

стверджується у наступнiй теоремi.
Теорема 3 (другий критерiй спрямлюваностi дуги). Дуга öAB: z =

z(t), t ∈ [α; β], є спрямлюваною тодi й тiльки тодi, коли iснує скiнченна
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границя lim
λ(T )→0

L(T ) = L. При цьому L =
β

V
α

z(t) є довжиною дуги öAB.

Зауваження. Якщо розглядати сукупнiсть Sl рiзноманiтних спрям-
люваних дуг, то можна переконатися, що ця сукупнiсть задовольняє на-
ступнi властивостi:

1l . Сукупнiсть Sl непорожня i L(Γ) > 0 ∀Γ ∈ Sl .

2l . Якщо дуги Γi ∈ Sl , i ∈ 1, 2, Γ1 ⊂ Γ2 i Γ2 ∖ Γ1 = Γ є дугою, то
Γ ∈ Sl i L(Γ) = L(Γ2) − L(Γ1).

3l . Якщо дуги Γi ∈ Sl , i ∈ 1, 2 i дуга Γ = Γ1 ∪Γ2, то Γ ∈ Sl , причому
L(Γ) = L(Γ1) + L(Γ2), коли Γ1 ∩ Γ2 = ∅.

Цi властивостi називають основними властивостями спрямлюваних
дуг i довжин.

3.1.4. Обчислення довжини дуги. Має мiсце наступна теорема.
Теорема 4 (про обчислення довжини дуги). Нехай функцiї x = x(t) i

y = y(t) є диференцiйовними на вiдрiзку [α; β], причому функцiї x′(t) та

y′(t) ∈ R[α; β], зокрема, неперервнi на [α; β]. Тодi дуга öAB: z = x(t) +
iy(t), t ∈ [α; β], є спрямлюваною i довжину L(öAB) можна обчислити за
формулою

L =
βw

α

|z′(t)| dt =
βw

α

È
x′2(t) + y′2(t) dt. (4)

Зокрема, якщо дуга öAB задана явним рiвнянням: y = f (x), x ∈ [α; β], i
f ′ ∈ R[α; β], то

L =
βw

α

È
1 + f ′2(x) dx, (5)

Якщо дуга öAB задана рiвнянням у полярних координатах ρ = ρ(t),
t ∈ [α; β], i ρ′(t) ∈ R[α; β], то

L =
βw

α

È
ρ′2(t) + ρ2(t) dt. (6)

Розглянемо деякi приклади.
2. Нехай öAB є вiдрiзком [z1; z2], тобто задана рiвнянням z = z2t +

(1 − t)z1, t ∈ [0; 1]. Тодi z′ = z2 − z1 = const на [0; 1]. Отже, умови
теореми 3 виконуються i тому за формулою (4) дiстаємо: L([z1; z2]) =
1r

0
|z2 − z1| dt = |z2 − z1|, а це звичайна довжина вiдрiзка.

3. Для обчислення довжини кола радiуса r зручно скористатися його
рiвнянням у полярних координатах: ρ = r, t ∈ [0; 2π]. Звiдси за форму-
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лою (6) дiстанемо знайому формулу L =
2πr

0

√
r2 dt = r · 2π = 2πr.

XO

Ðèñ. 3.1.5.
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Якщо формулу (6) застосувати до обчислення дуги кола öAB: ρ = r,

t ∈ [0; α], то матимемо A = (0, r), B = (α, r) i L(öAB) =
αr

0
r dt = rα.

Якщо при цьому r = 1, то L(öAB) = α, i саме тому абсцису точки B
називають косинусом, а ординату B – синусом числа α (рис. 3.1.5).

3.1.5. Диференцiал довжини дуги. Розглянемо дугу öAB: z =
x(u) + iy(u), u ∈ [α; β], де похiднi x′(u) та y′(u) – неперервнi функцiї
на [α; β]. За теоремою 4 для будь-якої фiксованої точки t ∈ [α; β] дуга÷ABt, z = x(u) + iy(u), u ∈ [α; t] є спрямлюваною, а її довжину можна
обчислити за формулою

l(÷ABt) = l(t) =
tw

α

È
x′2(u) + y′2(u) du ∀t ∈ [α; β].

Звiдси випливає, що функцiя l = l(t) є диференцiйовною на [α; β] i

l′(t) =
È

x′2(t) + y′2(t), а

dl(t) =
È

x′2(t) + y′2(t) dt ∀t ∈ [α; β].

При цьому dl(t) називають диференцiалом довжини дуги.

Зокрема, якщо дуга öAB задана явним рiвнянням y = f (x), x ∈ [α; β],
то

dl(x) =
È

1 + f ′2(x) dx,

а якщо öAB задана рiвнянням у полярних координатах ρ = ρ(t), t ∈ [α; β],
то

dl(t) =
È

ρ′2(t) + ρ2(t) dt.
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3.1.6. Гладкi та кусково-гладкi дуги. Дугу öAB: z = x(u) + iy(u),
u ∈ [α; β] називають гладкою, якщо функцiї x(u) i y(u) мають на [α; β]
неперервнi похiднi x′(u) та y′(u), якi одночасно не перетворюються в
нуль, тобто |z′(u)|2 = x′2(t) + y′2(t) > 0 ∀t ∈ [α; β].

Згадуючи геометричний змiст похiдної комплекснозначної функцiї
дiйсної змiнної, дiстаємо, що гладка дуга в кожнiй своїй точцi Mt(z(t))
має дотичний вектор i положення цього вектора неперервно змiнюється,
коли t пробiгає вiдрiзок [α; β].

Неперервну дугу öAB називають кусково-гладкою, якщо вона є об’єд-
нанням скiнченної кiлькостi гладких дуг.

Наприклад, вiдрiзок i коло є гладкими дугами, а ламана i кардiоїда –
кусково-гладкими.

Враховуючи адитивну властивiсть R-iнтеграла та довжини дуги, при-
ходимо до висновку, що формули (4), (5) i (6) можна застосувати до
обчислення довжин кусково-гладких дуг.

Якщо дуга öAB: z = x(t) + iy(t), t ∈ [α; β], є гладкою, то функцiя

l = l(t) =
tw

α

È
x′2(u) + y′2(u) du, t ∈ [α; β],

є зростаючою та неперервною на вiдрiзку [α; β], а її множина значень

E(l) = [0;L], де L – довжина дуги öAB. Тому за вiдомою теоремою iснує
обернена функцiя t = l−1(l), l ∈ [0;L], що є неперервною i зростаючою
на [0;L].

Отже, рiвняння öAB можна записати у виглядi

z = x
(︀
l−1(l)

)︀
+ iy

(︀
l−1(l)

)︀
= x1(l) + iy1(l) = z1(l), l ∈ [0;L].

Таке рiвняння дуги öAB називають нормальним рiвнянням цiєї дуги.

3.1.7. Використання комп’ютерних засобiв математики. У дано-
му пiдроздiлi системи комп’ютерної математики можна використовувати,
в основному, для графiчного зображення кривих i для обчислення їх дов-
жин за формулами (4) – (6) пункту 3.1.4.

3.1.7.1. Використання Gran1. Програма Gran1 є зручним засобом
при вивченнi даної теми, оскiльки за її допомогою можна зображати дуги
кривих, заданих явно, неявно, параметрично чи в полярних координатах,
а також знаходити наближено довжини цих дуг. При побудовi кривої є
можливiсть задавати масштаб, змiнювати колiр i товщину лiнiй, включа-
ти/виключати зображення системи координат (яка може бути декартовою
чи полярною) тощо. Спосiб задання кривої обирається у вiкнi “Список
об’єктiв” (рис. 3.1.6):
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Рис. 3.1.6.

Регулювання вигляду кривої здiйснюється через меню Графiк >

Параметри вiкна “Графiк”... , а для обчислення довжини дуги потрiбно

вибрати пункт меню Операцiї > Iнтеграли � > Довжина дуги .
Дуже корисною є можливiсть зображення кiлькох кривих на одному

графiку, а також можливiсть динамiчної змiни вигляду кривої за рахунок
змiни певних параметрiв.

Розглянемо приклади обчислення довжин дуг, заданих явно, пара-
метрично чи в полярних координатах, за допомогою програми Gran1.
При цьому кожну криву спочатку зобра-
зимо графiчно.

Приклад 1. Обчислимо довжину лан-
цюгової лiнiї y = 2(e

x
4 + e−

x
4 ) вiд точки

x = 0 до точки x = 4.
Щоб краще уявити форму ланцюгової

лiнiї, спочатку зобразимо тоншою лiнiєю
її дугу, яка вiдповiдає вiдрiзку [−5; 5], а
потiм товщою лiнiєю задану дугу, яка вiд-
повiдає вiдрiзку [0; 4] (рис. 3.1.7).

Пiсля цього знайдемо шукану довжи-
ну дуги: L = 4, 7008. Рис. 3.1.7.

Зауваження. При застосуваннi програми Gran1 до обчислення дов-
жини кривої потрiбно самостiйно вирiшувати питання, чи є зада-

Рис. 3.1.8.

на крива спрямлюваною. За програмою
Gran1 робиться спроба обчислити довжи-
ну будь-якої коректно заданої кривої. Так,
якщо спробувати обчислити довжину кри-
вої f (x) = x sin 1

x , x ∈ (0; 1], f (0) = 0 (зо-
браженої на рис. 3.1.8), то за програмою
Gran1 буде отримано результат L = 2.784.
Проте, як було показано у прикладi 1 пун-
кту 3.1.3, дана крива не є спрямлюваною
i правильний результат обчислення її дов-
жини мав би бути таким: L = +∞.
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Приклад 2. Обчислимо довжину дуги астроїди:{︂
x = 2cos3 t,
y = 2 sin3 t, t ∈ [0; 2π].

Вказуємо у вiкнi “Список об’єктiв” тип задання кривої: параметри-
чна.

Створюємо новий об’єкт, ввiвши заданi рiвняння i вiдрiзок.
Будуємо задану криву (рис. 3.1.9).

Рис. 3.1.9.
Обчислюємо її довжину: L = 11.9998.
Приклад 3. Обчислимо довжину трипелюсткової троянди: ρ =

cos 3t, t ∈ [0; 2π].
Цього разу крива задана у полярнiй системi координат. Тому вказує-

мо у вiкнi “Список об’єктiв” тип системи координат: полярна. Задаючи
рiвняння кривої через меню “Об’єкт”, обов’язково позначаємо аргумент
лiтерою F .

За програмою Gran1 координата ρ може набувати як додатних зна-
чень, так i вiд’ємних. Якщо ρ < 0, то точка Mt, яка вiдповiдає полярному
куту t, вiдкладається на променi Ot у вiд’ємному напрямку на вiдстань
|ρ(t)| (рис. 3.1.10).
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Тому, враховуючи, що функцiя cos 3t парна, прийдемо до висновку,
що вся трипелюсткова троянда отримається, коли t ∈ [0; π] (рис. 3.1.11).

Для вiдображення на екранi полярної системи координат доцiльно
налаштувати властивостi вiкна “Графiк” так, як показано на рис. 3.1.12.

Рис. 3.1.11. Рис. 3.1.12.
Обчислюємо довжину заданої “троянди”: L = 6.68206.
У зв’язку з вiдсутнiстю обмеження ρ > 0 при полярному заданнi

кривих у цих кривих можуть з’являтися зайвi частини. Наприклад, “дво-
пелюсткова троянда” R = cos(2F) зображається з чотирма пелюстка-
ми (рис. 3.1.13). Для зображення даної кривої у вiдповiдностi з класи-
чним полярним заданням (рис. 3.1.14) можна записати її рiвняння так:
R = (

√︀
cos(2F))2.

Рис. 3.1.13. Рис. 3.1.14.
При цьому довжини цих кривих є такими: L1 = 9.68712, L2 = 4.8043.
Зауважимо також, що є такi навiть явно заданi функцiї, що тiльки гра-

фiчно передати особливостi їх поведiнки неможливо! Для них потрiбно
проводити додатковi дослiдження.

Наприклад, якщо взяти функцiю f (x) = cos ln x, x ∈ (0;+∞), i за-
дати вiдрiзок [0; 100], то за програмою Gran1 буде побудовано графiк,
показаний на рис. 3.1.15.
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Рис. 3.1.15.
Значення цiєї функцiї коливаються мiж −1 i 1, причому точки повтору

пов’язанi рiвнiстю t = tk = e2kπx, k ∈ Z. Тому вiдстань мiж ними стає
або дуже великою, коли рухатися вправо, або дуже малою, коли рухатися
влiво. Наприклад, для точки x = 1 перша точка повтору справа t1 ≈ 535,
друга t2 ≈ 286751; влiво першою йде точка повтору t−1 ≈ 0, 002, а
другою t−2 ≈ 3·10−6. Зрозумiло, що побачити на графiку такої функцiї
хоча б три хвилi коливань проблематично.

3.1.7.2. Використання Maxima. За програмою Maxima можна обчи-
слювати довжини дуг, заданих явно, параметрично чи в полярнiй систе-
мi координат, за формулами (4) – (6) пункту 3.1.4. На вiдмiну вiд Gran1,
Maxima не мiстить готових команд для обчислення довжин кривих. Про-
те у нiй можна одержувати точнi значення довжин кривих у символь-
ному поданнi. Крiм того, можна знаходити наближенi значення довжин
кривих у виглядi довжин вписаних ламаних (що можна робити i при
використаннi програми Gran1). Цим самим iлюструється також суть по-
няття довжини дуги. При обчисленнi довжин кривих доцiльно зображати
цi кривi графiчно. У системi Maxima є достатньо засобiв для цього.

Задача 1. Зобразити криву y = x2, x ∈ [−1; 2], i вписану в неї ламану.
Обчислити довжину цiєї кривої точно i наближено, як довжину вписаної
ламаної, що вiдповiдає розбиттю вiдрiзка [−1; 2] на n = 10, n = 20 i
n = 50 рiвних частин.
� Введемо функцiю f (x), вiдрiзок [a; b]; визначимо точки x(n, k) роз-
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биття вiдрiзка [a; b] на n рiвних частин; знайдемо довжини l(n, k) ланок
ламаної, вписаної у криву y = f (x), i загальну довжину p(n) цiєї ламаної.
Все це зробимо за допомогою макрокоманди:

(%i1) f(x):=x^2$ a:-1$ b:2$
x(n,k):=a+k*(b-a)/n$
l(n,k):=sqrt((x(n,k+1)-x(n,k))^2+(f(x(n,k+1))-f(x(n,k)))^2)$
p(n):=sum(l(n,k),k,0,n-1)$

Для зображення ламаної скористаємось ко-
мандою points(X,Y) пакету draw з параметром
points_joined=true. Попередньо створимо спи-
ски X = X(n) – абсцис та Y = Y (n) – ординат
вершин ламаної:

(%i7) X(n):=makelist(x(n,k),k,0,n)$
(%i7) Y(n):=makelist(f(x(n,k)),k,0,n)$

Зобразимо задану криву i вписану в неї 7-
ланкову ламану (рис. 3.1.16).

(%i8) load(draw)$
draw2d(nticks=200,
proportional_axes=xy,
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Рис. 3.1.16.

transparent=true,points_joined=true, point_type=none,
line_width=2,color=red,points(X(7),Y(7)), color=blue,
explicit(x^2,x,-1,2) )$

Обчислимо точне значення довжини заданої кривої за формулою (6):
(%i9) s:integrate(sqrt(1+diff(f(x),x)^2),x,a,b);

(%o9) asinh(4)+4
√

17
4 + asinh(2)+2

√
5

4
(%i10) %,numer
(%o10) 6.125726619977533

Знайдемо i подамо одним списком довжини ламаних, якi складаються з
10, 20 i 50 ланок:

(%i11) [p(10),p(20),p(50)],numer;
(%o11) [6.11173222783138, 6.12222997731457, 6.12516723429138]

Тут помiтно, що при подрiбненнi ланок ламаної збiльшується точнiсть
наближення до довжини дуги.
Поставимо додаткове питання: яким повинен бути найменший номер n,
при якому довжина s заданої дуги вiдрiзняється вiд довжини p(n) вписа-
ної в неї ламаної менше, нiж на 10−3?

Для вiдповiдi на це запитання виконаємо таку програмку:
(%i12) block([n],n:1,for i:1 step 1 unless s-p(i)<10^(-3) do n:n+1,n);
(%o12) 38

Ця програмка придатна для використання у випадку, коли точнiсть на-
ближення, що задається, не перевищує 10−5. �
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Зауважимо, що обчислити границю побудованої послiдовностi p(n),
коли n → ∞, за допомогою Maxima не вдається (хоча вихiдна функцiя
була досить простою). Це пов’язано з труднощами при спрощуваннi сум.

Задача 2. Обчислити довжину однiєї арки циклоїди x = R(t − sin t),
y = R(1 − cos t), t ∈ [0; 2π], i зобразити цю арку при R = 1.
� Вводимо параметричнi рiвняння кривої та вiдрiзок:
(%i1) x:R*(t-sin(t))$ y:R*(1-cos(t))$ a:0$ b:2*%pi$

Обчислюємо довжину кривої за формулою (5):
(%i5) integrate(sqrt(diff(x,t)^2+diff(y,t)^2),t,a,b);
Is R positive or negative? p;
(%o5) 8R

Зображуємо арку циклоїди у випадку R = 1 i коло, що її породжує
(рис. 3.1.17):

(%i6) load(draw)$ R:1$
draw2d(proportional_axes=xy,
ytics=[0,1,2],nticks=200,transparent=true,
line_width=2,color=green,ellipse(0,1,1,1,0,360),
line_width=3,color=red,parametric(x,y,t,a,b))$

 0
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Рис. 3.1.17.
У цiй задачi, як i в попереднiй, можна було б теж визначити довжи-

ни вписаних у криву ламаних i знаходити наближене значення довжини
дуги за допомогою довжин цих ламаних. �

Задача 3. Обчислити довжину кривої ρ = c sin3 t
3 , t ∈ [0; 3π], i зо-

бразити цю криву при c = 1.
� Вводимо полярне рiвняння кривої та вiдрiзок:
(%i1) r:c*sin(t/3)^3$ a:0$ b:3*%pi$

Обчислюємо довжину кривої за формулою (6):
(%i4) ’integrate(sqrt(r^2+diff(r,t)^2),t,a,b);

Поставивши апостроф бiля iнтеграла, дiстаємо можливiсть не вiдразу
отримати вiдповiдь, а подивитися на пiдiнтегральну функцiю i поетапно
її спростити:

(%o4)
3πr

0

È
c2 sin

(︀ t
3

)︀6 + c2 cos
(︀ t

3

)︀2 sin
(︀ t

3

)︀4 dt

(%i5) factor(%);
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(%o5) |c|
3πr

0
sin
(︀ t

3

)︀2Èsin
(︀ t

3

)︀2 + cos
(︀ t

3

)︀2 dt

(%i6) assume(c>0)$
(%i7) trigsimp(%o5);

(%o7) c
3πr

0
sin
(︀ t

3

)︀2 dt

(%i8) %,nouns;
(%o8) 3πc

2
Довжину кривої обчислено.

Зобразимо цю криву (при c = 1),
склавши її з трьох частин, щоб
краще уявити, яким чином ру-
хається по нiй бiжуча точка при
змiнi параметра t (рис. 3.1.18).

(%i9) load(draw)$ c:1$
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Рис. 3.1.18.

(%i10) draw2d(proportional_axes=xy,nticks=1000,line_width=5,
color=forest-green,polar(r,t,0,2*%pi),
color=red,polar(r,t,2*%pi,2.5*%pi),
color=gold,polar(r,t,2.5*%pi,3*%pi) )$ �

Система Maxima, як i Gran1, налаштована таким чином, що при по-
будовi кривої Γ: ρ = ρ(t), t ∈ [a; b], у полярнiй системi координат до-
пускаються не тiльки невiд’ємнi значення ρ(t), а й вiд’ємнi. Якщо при-
тримуватися умови, що координата ρ обов’язково має бути додатною, то
потрiбно вiдкидати тi частини кривої Γ, для яких ρ(t) < 0. Це можна зро-
бити, задаючи лише такi промiжки [a; b] ∋ t, для яких ρ(t) > 0. Але це
потребує додаткових дослiджень функцiї ρ(t) i часто призводить до того,
що для побудови однiєї кривої потрiбно задавати кiлька команд polar.

Подання функцiї ρ(t) у виглядi (
√︀

ρ(t))2 не приводить до вiдкидання
вiд’ємних значень, оскiльки воно автоматично спрощується до початко-
вого вигляду.

У випадку, коли “додатнi” i “вiд’ємнi” петлi кривої починаються i за-
кiнчуються в початку координат, “вiд’ємнi” петлi можна вiдкинути, ввiв-
ши допомiжну функцiю

ρ1(t) :=
⌈︀

ρ(t), коли ρ(t) > 0,
0, коли ρ(t) < 0.

Полярний графiк функцiї ρ1(t), побудований за допомогою Maxima, буде
правильним полярним графiком функцiї ρ(t).

Продемонструємо побудову 4-пелюсткової троянди ρ = sin 4t, t ∈
[0; 2π], коли на ρ не накладається нiяких обмежень (рис. 3.1.19), i коли
виконана умова ρ > 0 (рис. 3.1.20).
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Рис. 3.1.19. Рис. 3.1.20.

Наведемо команди, за допомогою яких одержано цi побудови:
(%i11) r(t):=sin(4*t)$
(%i12) r1(t):=if sin(4*t)>=0 then sin(4*t) else sqrt(sin(4*t))$
(%i13) draw2d(user_preamble="set grid polar",proportional_axes=xy,

nticks=1000,line_width=3,color=dark-red,polar(r(t),t,0,2*%pi))$
(%i14) draw2d(user_preamble="set grid polar",proportional_axes=xy,

nticks=1000,line_width=3,color=dark-green,polar(r1(t),t,0,2*%pi))$
При використаннi пакету draw досить зручно налаштовувати вигляд

графiка. Разом з тим у цього пакету є двi особливостi, через якi не зав-
жди отримуються бажанi результати побудов: 1) яка б не була функцiя
f (x), замiсть неї береться Re f (x) i цю опцiю неможливо вiдключити;
2) при зверненнi до команди implicit, parametric i polar вимагається, щоб
функцiї, до яких вони застосовуються, були визначенi на суцiльних про-
мiжках; а команда explicit хоч i застосовна до функцiй, якi визначенi на
розрiзнених частинах промiжку, але сусiднi частини графiка з’єднуються
вiдрiзками. На рисунках 3.1.21 i 3.1.22 показано цi особливостi:
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Рис. 3.1.21. Рис. 3.1.22.
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Цi графiки одержанi за допомогою таких команд:
(%i15) draw2d(proportional_axes=xy,xaxis=true,yaxis=true,nticks=1000,

line_width=3,color=blue,explicit(sqrt(x),x,-3,3),
color=red,explicit(log(x),x,-3,3),yrange=[-3.5,2.5])$

(%i16) draw2d(proportional_axes=xy,xaxis=true,yaxis=true,nticks=1000,
line_width=3,color=dark-blue,xrange=[-7,7],yrange=[-7,7],
explicit(if abs(5*sin(x))>4

then 10*signum(sin(x))-5*sin(x),x,-2*%pi,2*%pi))$
У таких випадках доцiльнiше замiсть пакету draw скористатися вбудо-

ваною командою побудови графiкiв plot2d. Шляхом задання додаткових
параметрiв у цiй командi можна одержувати майже такi самi графiчнi
побудови, як i при використаннi пакету draw. При цьому використання
команди plot2d не приводить до вказаних вище двох недолiкiв.

Перемалюємо, наприклад, наведенi вище два графiки, використовую-
чи такi команди:

(%i17) plot2d([sqrt(x),log(x)],[x,-3,3],[y,-3.5,2.5],[legend,false],
[gnuplot_preamble,"set size ratio 1"],[nticks,1000],
[style,[lines,3]],[xlabel,""],[ylabel,""]);

(%i18) plot2d(if abs(5*sin(t))>4 then 10*signum(sin(t))-5*sin(t),
[t,-2*%pi,2*%pi],[x,-7,7],[y,-7,7],[legend,false],[xlabel,""],
[ylabel,""],[gnuplot_preamble,"set size ratio 1;set grid"],
[nticks,1000],[color,dark-blue],[style,[lines,3]]);
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Рис. 3.1.23. Рис. 3.1.24.
Графiки, наведенi на рисунках 3.1.23 i 3.1.24, побудованi коректно.
Наведемо ще один малюнок, на якому зображено три кривi у полярнiй

системi координат за допомогою команди plot2d. При цьому застосуємо
цiлу низку додаткових параметрiв, вiд яких залежить кiнцевий вигляд
графiка. Незважаючи на те, що двi кривi заданi розривними функцiями,
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отримане зображення є правильним i
красивим (рис. 3.1.25).
(%19) r1(t):=if sin(16*t)>=0.5

then sin(16*t)$
r2(t):=if -sin(16*t)>=0.5

then 0.25-sin(16*t)/2$
r3(t):=(sin(16*t)+1.235)^(1/8)*0.915$
plot2d([r1(t),r2(t),r3(t)],[t,0,2*%pi],
[x,-1.1,1.1],[y,-1.1,1.1],[nticks,1000],
[color,red,blue,magenta],
[style,[lines,4],[lines,4],[lines,6]],
[legend,false],[xlabel,""],[ylabel,""],
[gnuplot_preamble,"set size ratio 1;

set polar;set grid polar"])$
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Рис. 3.1.25.

3.1.8. Завдання для виконання за допомогою комп’ютера.

1. Знайти кривину та радiус кривини: 1) кола; 2) гiперболи y2−x2=1;
3) вiдрiзка прямої; 4) параболи y = x2.

2. За допомогою дуг вiдомих кривих зобразити цiкавi малюнки та
орнаменти.

3. Самостiйно задати неспрямлювану дугу i з’ясувати, яка вiдповiдь
отримується при застосуваннi комп’ютерного засобу математики
до обчислення довжини цiєї дуги.

3.2. Обчислення площ плоских фiгур

3.2.1. Поняття плоскої фiгури та її площi. Якщо плоска фiгура є
прямокутником P, то площею S(P) цього прямокутника називають до-
буток його вимiрiв, тобто довжин його двох взаємно перпендикуляр-
них сторiн. Зокрема, якщо прямокутник P лежить у площинi OXY i
P = {(x; y): a 6 x 6 b, c 6 y 6 d}, то P називають елементарною
фiгурою i S(P) = (b − a)·(d − c).

У випадку a = b або c = d елементарна фiгура перетворюється на
вiдрiзок, площа якого за означенням дорiвнює нулю.

Якщо з елементарної фiгури P вилучити довiльну множину E, що
лежить на межi P, то утворену фiгуру також називають елементарною i
вона за означенням має ту саму площу, що й елементарна фiгура P.

Нехай Φ – довiльна плоска фiгура. Що розумiти пiд площею цiєї фi-
гури i як цю площу можна обчислити?

Щоб вiдповiсти на це питання, вважатимемо фiгуру Φ обмеженою,
тобто Φ ⊂ P = {(x, y): a 6 x 6 b, c 6 y 6 d} для деякого прямокутника
P (рис. 3.2.1).
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Розглянемо розбиття Tx вiдрiзка [a; b] точками xk, k ∈ 0,n, i розбиття
Ty вiдрiзка [c; d] точками yi, i ∈ 0,m. Прямими x = xk i y = yi пря-
мокутник P подiлиться на прямокутники Pki = {(x, y): xk 6 x 6 xk+1,
yi 6 y 6 yi+1}, k ∈ 0,n − 1, i ∈ 0,m − 1. Сукупнiсть усiх цих прямих
назвемо розбиттям T прямокутника P. Утворимо фiгури Φ*(T ) i Φ*(T )
так: Φ* складемо з усiх прямокутникiв Pki, якi цiлком лежать у фiгурi Φ,
а Φ* складемо з усiх прямокутникiв, якi мiстять принаймнi одну точку з
фiгури Φ. Отже, Φ*(T ) =

⋃︀
Pki⊂Φ

Pki, а Φ*(T ) =
⋃︀

Pki∩Φ̸=∅
Pki.

Фiгури Φ*(T ) та Φ*(T ) (що є об’єднаннями елементарних фiгур) на-
зивають простими. При цьому можливо, що Φ*(T ) = ∅, але Φ*(T ) = ∅
⇔ Φ = ∅. Шляхом вилучення з елементарних фiгур деяких частин їх
меж можна досягти того, щоб кожна проста фiгура була об’єднанням
скiнченної кiлькостi елементарних фiгур, що попарно не перетинаються.

Легко бачити, що рiзниця двох простих фiгур, об’єднання i перерiз
довiльної скiнченної кiлькостi простих фiгур також є простою фiгурою.

Природно вважати також, що площа простих фiгур Φ*(T ) i Φ*(T )
за означенням дорiвнює сумi площ тих прямокутникiв Pki, з яких утво-
рено цю фiгуру. Позначимо цi площi вiдповiдно S(Φ*(T )) = S*(T ) i
S(Φ*(T )) = S*(T ), тобто

S*(T ) =
∑︁

Pki⊂Φ

S(Pki), а S*(T ) =
∑︁

Pki∩Φ̸=∅
S(Pki).

Якщо Φ*(T ) = ∅ або Φ*(T ) = ∅, то вважають S*(T ) = 0 або
S*(T ) = 0.
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Неважко показати, що якi б не були розбиття T i T ′ прямокутника P,
завжди матимемо Φ*(T ) ⊂ Φ*(T ) i S*(T ) 6 S*(T ′). Тому iснують числа

S*(Φ) = sup
T

S*(T ) i S*(Φ) = inf
T

S*(T ),

якi називають вiдповiдно внутрiшньою i зовнiшньою площами фiгури Φ.
При цьому

S*(T ) 6 S*(Φ) 6 S*(Φ) 6 S*(T ′) ∀T i T ′.

Фiгуру Φ називають квадровною або вимiрною за Жорданом, якщо
S*(Φ) = S*(Φ). При цьому число S(Φ) := S(Φ*) = S(Φ*) називають
площею або мiрою Жордана фiгури Φ. Якщо S*(Φ) < S*(Φ), то фiгуру Φ
називають неквадровною або невимiрною за Жорданом i вона площi не
має.

Приклади. 1. Зрозумiло, що фiгура Φ, яка є порожньою множиною,
квадровна i S(Φ) = 0.

2. Кожна скiнченна плоска множина Φ = {(xk, yk): k ∈ 1,n} є ква-
дровною множиною i S(Φ) = 0.

3. Нехай Φ = {(x, y): x та y ∈ Q ∩ [0; 1]. Тодi Φ ⊂ K = {(x, y):
x, y ∈ [0; 1]} i для будь-якого розбиття T квадрата K маємо Φ*(T ) = ∅,
Φ*(T ) = K ⇒ S*(Φ) = 0 i S*(Φ) = 1, тобто Φ не є квадровною фiгурою.

3.2.2. Критерiї квадровностi.
Теорема 1 (перший критерiй квадровностi). Для того щоб обмежена

плоска фiгура Φ була квадровною, необхiдно й досить, щоб ∀ε > 0 iснува-
ли простi фiгури Φ* i Φ* такi, що Φ* ⊂ Φ ⊂ Φ* i 0 6 S(Φ*)−S(Φ*) < ε.
При цьому S(Φ*) 6 S(Φ) 6 S(Φ*).

Приклад 4. Нехай Γf = {(x, y): x ∈ [a; b], y = f (x)}, де функцiя f (x)
неперервна на вiдрiзку [a; b], тобто Γf є графiком функцiї, неперерв-
ної на вiдрiзку, або, iншими словами, Γf є неперервною дугою, заданою
явно. Використовуючи теорему 1, можна довести, що Γf є квадровною
множиною i S(Γf ) = 0.

Теорема 2 (другий критерiй квадровностi). Обмежена плоска фiгура
Φ є квадровною тодi й тiльки тодi, коли квадровною є її межа ΓΦ i
S(ΓΦ) = 0.

Виявляється, що в теоремi 1 простi фiгури Φ* i Φ* можна замiнити
довiльними квадровними фiгурами Φ1 та Φ2.

Теорема 3 (третiй критерiй квадровностi). Обмежена плоска фiгура
Φ є квадровною тодi й тiльки тодi, коли для довiльного ε > 0 iснують
квадровнi фiгури Φ1 i Φ2 такi, що Φ1 ⊂ Φ ⊂ Φ2 i 0 6 S(Φ2)−S(Φ1) < ε.
При цьому S(Φ1) 6 S(Φ) 6 S(Φ2).

З теореми 3 з очевиднiстю випливає досить важливий наслiдок.
Наслiдок 1 (про повноту площi). Якщо множина E ⊂ R2 квадровна

i S(E) = 0, то будь-яка її пiдмножина A ⊂ E також квадровна i має
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площу S(A) = 0.
Приклад 5. Множину M ⊂ R2 називають одновимiрною, якщо вона є

пiдмножиною деякої прямої l. Завдяки наслiдку 1 буде правильним таке
твердження: довiльна обмежена одновимiрна множина M є квадровною,
а її площа S(M) = 0.

3.2.3. Основнi та вивiднi властивостi квадровних фiгур i площi.
Безпосередньо з означення квадровної фiгури та її площi або з критерiїв
квадровностi випливають властивостi квадровних фiгур i площi. Позна-
чимо через SS сукупнiсть квадровних фiгур.

Властивiсть 1 (про непорожнiсть SS i невiд’ємнiсть площi). Суку-
пнiсть SS ̸= ∅ i S(Φ) > 0 для будь-якої фiгури Φ ∈ SS.

Властивiсть 2 (про квадровнiсть доповнення). Якщо Φ1 – квадровна
фiгура, причому Φ1 ⊂ P, де P – елементарний прямокутник, то P ∖Φ1 =
CPΦ1 = Φ2 – квадровна фiгура i

S(Φ2) = S(P) − S(Φ1).

Властивiсть 3 (про адитивнiсть площi). Якщо фiгури Φ1 i Φ2 ква-
дровнi, то i фiгура Φ = Φ1 ∪ Φ2 є квадровною, причому коли Φ1 i Φ2 не
мають спiльних точок, то S(Φ) = S(Φ1) + S(Φ2).

За методом математичної iндукцiї властивiсть адитивностi площi уза-
гальнюється на випадок довiльної скiнченної кiлькостi квадровних фiгур
Φi, i ∈ 1,n, що попарно не мають спiльних точок:

S

(︃
n⋃︁

i=1

Φi

)︃
=

n∑︁
i=1

S(Φi).

Властивостi 1 – 3 називають основними, тому що з них випливають
усi iншi властивостi площi. Наведемо деякi з них.

Властивiсть 4 (про квадровнiсть перерiзу). Перерiз двох квадровних
фiгур є квадровною фiгурою.

Властивiсть 5 (про площу об’єднання). Якщо фiгури Φ1 i Φ2 ква-
дровнi, то S(Φ1 ∪ Φ2) = S(Φ1) + S(Φ2) − S(Φ1 ∩ Φ2).

Властивiсть 6 (про площу рiзницi). Якщо фiгури Φ1 i Φ2 квадровнi,
то й рiзниця Φ1 ∖ Φ2 є квадровною множиною i S(Φ1 ∖ Φ2) = S(Φ1) −
S(Φ1 ∩ Φ2).

Властивiсть 7 (про монотоннiсть площi). Якщо фiгури Φ1 i Φ2 ква-
дровнi i Φ1 ⊂ Φ2, то S(Φ2 ∖ Φ1) = S(Φ2) − S(Φ1) > 0 i тому
S(Φ1) 6 S(Φ2).

3.2.4. Площа узагальненої криволiнiйної трапецiї. Нехай функцiї
f1 i f2 iнтегровнi за Рiманом на вiдрiзку [a; b] i f1(x) 6 f2(x) ∀x ∈ [a; b].
Розглянемо фiгуру (рис. 3.2.2)

Φ = {(x, y): x ∈ [a; b], f1(x) 6 y 6 f2(x)}. (1)
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Цю фiгуру називають узагальненою криволiнiйною трапецiєю, оскiль-
ки вона перетворюється на криволiнiйну трапецiю, коли f1 = 0, а f2 не-
вiд’ємна i неперервна на [a; b].

Будь-яка узагальнена криволiнiйна трапецiя (1) є квадровною фiгу-
рою, а її площу можна обчислити за формулою

S(Φ) =
bw

a

(︀
f2(x) − f1(x)

)︀
dx. (2)

Зокрема, якщо Φ = {(x, y): x ∈ [a; b], 0 6 y 6 f (x)} – криволiнiйна

трапецiя, то вона є квадровною, а її площа S(Φ) =
br

a
f (x) dx.

Приклад 6. Застосуємо формулу (2) для обчислення площi трику-
тника з основою a i висотою h. Виберемо систему координат так, як це
показано на рис. 3.2.3.

Тодi за формулою (5)

S(△OAB) =
hw

0

(︀a − b
h

x +
b
h
x
�
dx =

a
h
·x

2

2

⃒⃒⃒h
0

=
1
2
a·h

– це вiдома зi школи формула площi трикутника.
Оскiльки h = |OA|· sin α, то S(△OAB) = 1

2 |AB|·|OA|· sin α.
Зауваження. 1. Якщо з даного трикутника вилучити будь-яку множи-

ну його межових точок, то дiстанемо фiгуру, яку називають трикутною
i яка має ту саму площу, що й даний трикутник.

2. При введеннi поняття квадровної фiгури можна вважати елемен-
тарними фiгурами довiльнi трикутники. При цьому площа трикутника
дорiвнює половинi добутку основи на висоту за означенням. Тодi кожен
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прямокутник буде простою фiгурою, а його площа дорiвнюватиме добу-
тку його вимiрiв.
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3.2.5. Площа криволiнiйного сектора. Нехай проста дуга öAB за-
дана рiвнянням у полярних координатах ρ = ρ(t), t ∈ [α; β]. Тодi фiгуру
Φ = {(t, ρ): α 6 t 6 β, 0 6 ρ 6 ρ(t)} називають криволiнiйним сектором

(рис. 3.2.4). Зокрема, коли öAB – дуга кола: ρ = r, t ∈ [α; β], то фiгура Φ
– звичайний круговий сектор.

Будь-який криволiнiйний сектор є квадровною фiгурою i його площу
можна обчислити за формулою

S(Φ) =
1
2

βw

α

ρ
2(t) dt. (3)

Приклад 7. Застосуємо формулу (3) до обчислення площi кругового

сектора: ρ = r, t ∈ [α; β]. Маємо: S = 1
2

βr

α

r2 dt = r2

2 (β − α) = r2

2 ϕ, де

ϕ = β − α – величина центрального кута, за яким визначається даний
сектор. Зокрема, площа круга S = r2

2 ·2π = πr2.

3.2.6. Використання комп’ютерних засобiв математики. Для
практичного обчислення площ фiгур потрiбно цi фiгури певним чином
задавати. Основним способом аналiтичного задання плоских фiгур є по-
дання їх або їхнiх частин у виглядi узагальнених криволiнiйних трапецiй.
Обчислення ж площi узагальненої криволiнiйної трапецiї по сутi нiчим
не вiдрiзняється вiд обчислення площi звичайної криволiнiйної трапецiї.
Тому використовувати комп’ютер при вивченнi даної теми можна анало-
гiчно до того, як це описано в пунктi 2.1.11.
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3.2.7. Завдання для виконання за допомогою комп’ютера.

1. Зобразити обмежену плоску фiгуру Φ та вiдповiднi простi фiгури
Φ* та Φ* i знайти їх площi. Дослiдити поведiнку цих площ, коли
дрiбнiсть розбиття T зменшується.

2. Зобразити задану самостiйно узагальнену криволiнiйну трапецiю i
обчислити її площу.

3. Зобразити заданий самостiйно криволiнiйний сектор i обчислити
його площу.

3.3. Обчислення об’єму просторової фiгури

3.3.1. Поняття просторової фiгури та її об’єму. Просторовою фi-
гурою або просто фiгурою називатимемо довiльну множину точок три-
вимiрного простору. Якщо фiгура Φ є прямокутним паралелепiпедом,
то її об’ємом V (Φ) називають добуток його вимiрiв. Зокрема, якщо
Φ = P = {(x, y, z): a 6 x 6 b, c 6 x 6 d, e 6 z 6 f}, то
V (P) := (b− a)(d − c)(f − e) i такi прямокутнi паралелепiпеди P назива-
тимемо елементарними фiгурами або елементарними паралелепiпедами.

Якщо з елементарної фiгури вилучити довiльну множину її межових
точок, то отриману фiгуру також називають елементарною i за означен-
ням приймають, що вона має той самий об’єм, що й вихiдна елементарна
фiгура.

Нехай Φ – довiльна просторова фiгура. Що розумiти пiд об’ємом цiєї
фiгури та як обчислити її об’єм?

Щоб вiдповiсти на поставлене питання вважатимемо, що фiгура Φ
обмежена, тобто Φ ⊂ P = {(x, y, z): a 6 x 6 b, c 6 y 6 d, e 6 z 6 f}.

Вiзьмемо розбиття Tx вiдрiзка [a; b] точками xk, k ∈ 0,n, розбиття
Ty вiдрiзка [c; d] точками yi, i ∈ 0,m, i розбиття Tz вiдрiзка [e; f ] точка-
ми zj, j ∈ 0, l. Сукупнiсть усiх площин x = xk, y = yi, z = zj назвемо
розбиттям прямокутного паралелепiпеда P на елементарнi паралелепi-
педи Pkij = {(x, y, z): xk 6 x 6 xk+1, yi 6 y 6 yi+1, zj 6 z 6 zj+1},
k ∈ 0,n − 1, i ∈ 0,m − 1, j ∈ 0, l − 1, i позначимо це розбиття через T .

Утворимо так званi простi фiгури Φ* = Φ*(T ), що складаються
з усiх елементарних фiгур Pkij, якi повнiстю мiстяться у фiгурi Φ, та
Φ* = Φ*(T ), що складається з усiх елементарних фiгур Pkij, якi мiстять
принаймнi одну точку з фiгури Φ. При цьому можливо, що Φ*(T ) = ∅,
але Φ*(T ) = ∅ ⇔ Φ = ∅.

За означенням вважають, що об’єм кожної простої фiгури – це сума
об’ємiв тих Pkij, якi утворюють цю просту фiгуру. Тодi об’єми фiгур Φ*
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i Φ* дорiвнюватимуть

V (Φ*) = V*(T ) =
∑︁

Pkij⊂Φ

V (Pkij)

та

V (Φ*) = V *(T ) =
∑︁

Pkij∩Φ̸=∅
V (Pkij).

Коли Φ* = ∅ (Φ* = ∅), то вважають V (Φ*) = 0 (V (Φ*) = 0).
Якщо T i T ′ – довiльнi розбиття елементарного паралелепiпеда P ⊃

Φ, то Φ*(T ) ⊂ Φ*(T ′). Тому iснують числа V*(Φ) = sup
T

V*(T ) i V *(Φ) =

inf
T

V *(T ′), якi називають вiдповiдно внутрiшнiм та зовнiшнiм об’ємами

фiгури Φ. При цьому

V*(T ) 6V*(Φ) 6V *(Φ) 6V *(T ′) ∀T i T ′.

Просторову фiгуру Φ називають кубовною або вимiрною за Жорда-
ном, якщо V*(Φ) = V *(Φ). При цьому число

V (Φ) = V*(Φ) = V *(Φ)

називають об’ємом або мiрою Жордана фiгури Φ.
Якщо V*(Φ) < V *(Φ), то фiгуру Φ називають некубовною або неви-

мiрною за Жорданом i вона об’єму не має.

3.3.2. Властивостi кубовних фiгур та об’ємiв. Наведенi у попере-
дньому пунктi мiркування аналогiчнi до мiркувань пункту 3.2.1, де ви-
значалося поняття площi плоскої фiгури. Тому природно чекати, що вла-
стивостi об’єму такi самi, як i властивостi площi.

Якщо у теоремах 1 – 3 з пункту 3.2.2 та у властивостях 1 – 7 з пун-
кту 3.2.3 замiнити слова “прямокутник”, “квадровнiсть” i “площа” вiд-
повiдно на слова “паралелепiпед”, “кубовнiсть” i “об’єм”, то дiстанемо
критерiї кубовностi i властивостi кубовних фiгур та об’ємiв. При цьому
доведення одержаних тверджень по сутi не змiняться.

Зауваження. Порiвнюючи властивостi спрямлюваних кривих i дов-
жин, квадровних фiгур i площ, кубовних фiгур i об’ємiв, бачимо, що
вони є аналогiчними. Це дає пiдстави ввести узагальнене поняття ви-
мiрної множини та її мiри за допомогою основних (характеристичних)
властивостей.

Нехай видiлено систему S певних множин i задано функцiю множин
µ(Φ), Φ ∈ S. Тодi кожну множину Φ ∈ S називають вимiрною, а число
µ(Φ) – мiрою множини Φ, якщо виконуються такi три основнi (характе-
ристичнi) властивостi:

1µ. Система S непорожня i µ(Φ) > 0 ∀Φ ∈ S.
2µ. Якщо Φ ∈ S i Φ1 ∈ S, причому Φ1 ⊂ Φ, то Φ2 = Φ ∖ Φ1 ∈ S i

µ(Φ2) = µ(Φ) − µ(Φ1).
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3µ. Якщо Φ1 ∈ S i Φ2 ∈ S, то Φ1 ∪ Φ2 ∈ S, причому

µ(Φ1 ∪ Φ2) = µ(Φ1) + µ(Φ2),

коли Φ1 ∩ Φ2 = ∅.

3.3.3. Приклади кубовних та некубовних просторових фiгур. 1.
Якщо фiгура Φ – порожня множина, або довiльна скiнченна множина,
або обмежена плоска фiгура, то Φ – кубовна фiгура i V (Φ) = 0.

2. Якщо Φ = {(x, y, z): x, y i z ∈ Q∩[0; 1]}, тоV*(Φ) = 0, аV *(Φ) = 1
i тому фiгура Φ не є кубовною.

3. Нехай E – квадровна фiгура, що лежить у площинi OXY , h > 0,
а Φ = {(x, y, z): (x, y) ∈ E, 0 6 z 6 h} (рис. 3.3.1). Тодi фiгуру Φ
називають прямим цилiндром з основою E i висотою h. Зокрема, якщо E
– круг, то Φ – прямий круговий цилiндр, або просто цилiндр.

Ðèñ. 3.3.1.

X

O
Y

Z

P

�

h

E

Кожен прямий цилiндр Φ з основою E i висотою h є кубовною фiгу-
рою, причому V (Φ) = S(E)·h.

3.3.4. Принцип Кавальєрi. Припустимо, що фiгура Φ лежить мiж
площинами x = a та x = b i кожна площина x = t, де t ∈ [a; b], в
перетинi з Φ дає квадровну фiгуру Et, площа якої S(t) є неперервною
функцiєю на [a; b]. Вважатимемо також, що проекцiї рiзних перерiзiв Et
на площину x = a обов’язково лежать одна в однiй (рис. 3.3.2).

Використовуючи критерiй кубовностi, можна показати, що Φ є кубов-
ним тiлом, причому

V (Φ) =
bw

a

S(x) dx. (1)

З цiєї формули випливає так званий принцип Кавальєрi: якщо пе-
рерiзи двох кубовних фiгур будь-якою площиною, що паралельна зада-
нiй площинi, мають однакову площу, то i об’єми цих фiгур однаковi.
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Ðèñ. 3.3.2.

Y

O

X

Z

a b

3.3.5. Об’єм тiла обертання. Застосуємо формулу (1) до тiла обер-
тання, тобто фiгури Φ, яку можна дiстати шляхом обертання навколо
осi OX криволiнiйної трапецiї, що визначається неперервною невiд’єм-
ною функцiєю y = f (x), x ∈ [a; b] (рис. 3.3.3).

Ðèñ. 3.3.3.

Y

O

X

Z

a t

Et

b

Тiло обертання Φ можна задати також наступним чином:

Φ = {(x, y, z): x ∈ [a; b], −f (x) 6 y 6 f (x), y2 + z2 6 f 2(x)}.
Перерiз тiла обертання площиною x = t ∈ [a; b] є кругом радiуса

rt = f (t). Тому S(t) = πf 2(t) – неперервна функцiя на [a; b], внаслiдок
чого об’єм тiла обертання можна обчислити за формулою

V = π

bw

a

f 2(x) dx. (2)

Приклад 1. Обертаючи навколо осi OX плоску фiгуру, обмежену

елiпсом x2

a2 + y2

b2 = 1, дiстанемо елiпсоїд обертання, який перетворює-
ться на кулю, коли a = b = r.

За формулою (2) об’єм цього елiпсоїда дорiвнює

V = π

ar

−a
b2
(︀
1 − x2

a2

�
dx = πb2

(︀
x − x3

3a2

� ⃒⃒⃒a
−a

=
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= πb2
(︀
2a − 2

3a
�

= 4
3πab2.

Зокрема, коли a = b = r, то V = 4
3πr3 – вiдома формула для обчисле-

ння об’єму кулi.

3.3.6. Використання комп’ютерних засобiв математики. Окрiм
обчислення об’ємiв за допомогою певних iнтегралiв, комп’ютернi засо-
би математики можна використати для графiчного зображення фiгур, що
розглядаються.

3.3.6.1. Використання Gran1. У програмi Gran1 передбачена фун-
кцiя для обчислення об’єму (i площi поверхнi) тiла обертання навко-
ло осi OX або осi OY . Знаходиться вона в пунктi меню Операцiї >

Iнтеграли � > Об’єм та площа поверхнi обертання, вiсь Ox... , а в на-
ступному рядочку те саме, тiльки для осi Oy. Крива повинна бути за-
даною явним рiвнянням y = y(x), x ∈ [a; b]. Об’єм тiла обертання об-
числюється за чисельними методами. При цьому, якщо попередньо було
побудовано графiк вiдповiдної функцiї, то на екранi зображається тiло,
обмежене поверхнею, яка утворюється при обертаннi цього графiка нав-
коло осi OX чи OY , та двома площинами, якi передбачаються у про-
грамi Gran1 за умовчанням. Зауважимо, що при обертаннi навколо осi
Oy графiка функцiї y = f (x), x ∈ [a; b], у програмi Gran1 за умовчанням
передбачено, що функцiя f є неперервною i строго монотонною на [a; b].

Перевiримо роботу програми Gran1 з обчислення об’ємiв тiл оберта-
ння на кiлькох прикладах i проаналiзуємо отриманi результати.

Γ1: y = sin x, x ∈ [0; π/2] (рис. 3.3.4) ⇒ V1x = 2.4674.
Γ2: y = arcsin x, x ∈ [0; 1] (рис. 3.3.5) ⇒ V2y = 2.37308.

Рис. 3.3.4. Рис. 3.3.5.
За формулою (2) п. 3.3.5 можна перевiрити, що значення V1x обчисле-

но досить коректно. Проте об’єм V2y обчислено з недостачею ≈ 4%. Крiм
того, на малюнку 3.3.5, з естетичного погляду, не вистачає ще одного-
двох верхнiх кiлець обертання (можливо, це якось пов’язано i з обчисле-
нням об’ємiв).

Γ3: y = sin x, x ∈ [π/2; π] (рис. 3.3.6) ⇒ V3x = 2.4674.
Γ4: y = π − arcsin x, x ∈ [0; 1] (рис. 3.3.7) ⇒ V4y = −2.37308.
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Рис. 3.3.6. Рис. 3.3.7.

При обчисленнi об’єму V4y робиться така сама похибка, що й при
обчисленнi V2y, а також з’являється вiд’ємний знак, що некоректно.

Так само, якщо взяти чверть кола Γ5 = Γ6: y =
√

1 − x2, x ∈ [0; 1]
(рис. 3.3.8, 3.3.9), i обертати цю криву навколо осей Ox та Oy, то за
програмою Gran1 дiстанемо: V5x = 2.0944, V6y = −2.00124.

Рис. 3.3.8. Рис. 3.3.9.

Як вiдомо, об’єм пiвкулi одиничного радiуса дорiвнює 2π

3 ≈ 2, 0944,
тобто правильно обчислено лише об’єм V5x, а при обчисленнi V6y допу-
щено похибку i за абсолютною величиною, i за знаком.

3.3.6.2. Використання Maxima. У данiй програмi немає вбудованої
команди обчислення об’єму тiла обертання, як немає i команди побудови
його графiчного зображення. Разом з цим є багато можливостей викори-
стання цiєї програми для обчислення об’ємiв таких тiл. По-перше, для
обчислення об’єму тiла обертання достатньо скористатися формулою (2)
i в багатьох випадках буде отримано не наближене, а точне значення
шуканого об’єму (якщо навiть при цьому в заданнi фiгури наявнi деякi
буквенi параметри). По-друге, за допомогою програми Maxima неважко
побудувати графiчне подання тiла обертання, схоже на те, що будується
за програмою Gran1.

Iдея полягає у тому, щоб до графiка функцiї додати кiльця обертан-
ня, тобто фактично елiпси. При цьому можна скористатися аналогiєю з
пп. 2.1.11.2, де зображувався геометричний змiст iнтегральних сум.

Приклад 1. Обчислити об’єм тiла, обмеженого поверхнею, що утво-
рюється при обертаннi кривої y = sin x+x+cos x, x ∈ [−π; π], i прямих
x = ±π навколо осi OX. Навести графiчну iлюстрацiю.
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� Розв’язання цього прикладу реалiзується за допомогою наступної
послiдовностi команд.
(%i1) load(draw)$
(%i2) f(x):=sin(x)+x+cos(x)$
a:-%pi$ b:%pi$ N:100$
x(k,n):=a+k*(b-a)/n$
pp(n):=makelist(ellipse(x(k-1,n),0,
max(abs(f(x(k-1,n))/10),1/1000),
max(abs(f(x(k-1,n))),1/1000),2,360),
k,1,n+1)$
graph:[line_width=3,color=black,
explicit(f(x),x,a-0.1,b+0.1),
explicit(-f(x),x,a-0.1,b+0.1)]$
options:[xtics=none,ytics=none,
xrange=[a-0.5,b+0.5],yrange=auto,
xaxis=true,yaxis=true,nticks=100, Рис. 3.3.10.

axis_bottom=false,axis_top=false,axis_right=false,axis_left=false,
proportional_axes=xy,transparent=true,color=magenta]$
mal(n):=append(options,pp(n),graph)$
apply(draw2d,mal(N))$

Тiло обертання побудовано (рис. 3.3.10). Тепер обчислимо його об’єм.
(%i12) V:ratsimp(%pi*integrate(f(x)^2,x,a,b))$

print("V=",V,"=",float(V))$
V = 2 π

4+18 π
2

3 = 124.1570204292044
Зауважимо, що у наведену вище програму зображення тiла обертання

легко внести потрiбнi змiни так, щоб елiпси обертання йшли густiше чи
рiдше, були бiльш чи менш видовженими, зафарбованими, мали iнший
колiр, були товщими i т. п. �

Враховуючи твердження, наведене пiсля рис. 3.3.3 пункту 3.3.5, для
побудови тiл обертання можна скористатися також командами plot3d або
draw3d побудови тривимiрних зображень.

Так, iлюстрацiю до прикладу 1 можна виконати iншим способом.
(%i14) draw3d(xaxis=true,yaxis=true,zaxis=true,

label(["X",5,0,0]),label(["Y",0,10,0]),label(["Z",0,0,5]),grid=true,
xtics=false,ytics=false,ztics=false,xyplane=0,axis_3d=false,
xaxis_width=2,xaxis_color=forest-green,xaxis_type=solid,
yaxis_width=2,yaxis_color=forest-green,yaxis_type=solid,
zaxis_width=2,zaxis_color=forest-green,zaxis_type=solid,
xu_grid=50,yv_grid=50, surface_hide=false,color=orange,
explicit(-sqrt(f(x)^2-y^2),x,-%pi,%pi,y,-5,5),
explicit(sqrt(f(x)^2-y^2),x,-%pi,%pi,y,-5,5),
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xrange=[-7,7],yrange=[-10,10],zrange=[-4.2,4.2]);

X

Y

Z

Рис. 3.3.11.
Розв’яжемо за допомогою програми Maxima ще один приклад.
Приклад 2. Знайти об’єм просторової фiгури, обмеженої елiпсоїдом

x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1. Зобразити цей елiпсоїд при a = 1, b = 2, c = 3.
� Розв’язування цього прикладу буде базуватися на формулi (1) пун-

кту 3.3.4. Спочатку знайдемо, яка лiнiя утворюється при перетинi елiпсо-
їда площиною x = t:

(%i1) eliminate([x^2/a^2+y^2/b^2+z^2/c^2=1,x=t],[x]);
(%o1) [a2b2z2 + a2c2y2 + b2c2(t2 − a2)]

При виключеннi змiнної x з рiвняння елiпсоїда отримали вираз, який
потрiбно прирiвняти до нуля. Перепишемо це рiвняння у виглядi

(%i2) a^2*b^2*z^2+a^2*c^2*y^2=b^2*c^2*(a^2-t^2);
(%o2) a2b2z2 + a2c2y2 = b2c2(a2 − t2)

Звiдси видно, що перетин елiпсоїда площиною x = t буде непорожнiм
за умови a2 − t2 > 0, тобто t ∈ [−a; a]. При t = ±a отримується одна
точка. Припустимо, що t ∈ (−a; a) i скоротимо рiвняння (%o2) на його
праву частину:

(%i3) %o2/(b^2*c^2*(a^2-t^2));

(%o3) a2b2z2+a2c2y2

b2c2(a2−t2) = 1
Враховуючи, що a, b, c i t у цьому рiвняннi – параметри, прийдемо до
висновку, що дане рiвняння вiдносно змiнних y та z є рiвнянням елiпса
з пiвосями

(%i4) [A:b*sqrt(a^2-t^2)/a,B:c*sqrt(a^2-t^2)/a];

(%o4) [ b
√

a2−t2

a , c
√

a2−t2

a ]
Обчислимо площу фiгури, обмеженої цим елiпсом, за вiдомою формулою
S = πAB, де A, B – пiвосi елiпса:

(%i5) S:%pi*A*B;

(%o5) πbc(a2−t2)
a2

Отже, знайдено площу поперечного перерiзу площиною x = t тiла, обме-
женого елiпсоїдом, коли t ∈ [−a; a], i можна знайти об’єм цього тiла за
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формулою (1) пункту 3.3.4:
(%i6) integrate(S,t,-a,a);
(%o6) 4πabc

3
Перейдемо до зображення заданого елiпсоїда за умови a = 1, b = 2,

c = 3. Хоча у пакетi draw є команда implicit, за якою будуються графiки
неявно заданих функцiй 2-х змiнних, але вона виконується не так швидко
i якiсно, як команда explicit, за якою будуються графiки явно заданих
функцiй. Тому виразимо з рiвняння елiпсоїда змiнну z:

(%i7) solve(x^2+y^2/4+z^2/9=1,z);

(%o7) [z = − 3
√

−y2−4x2+4
2 , z = 3

√
−y2−4x2+4

2 ]
Тепер побудуємо графiки обох цих явно заданих функцiй (нижню й верх-
ню частини елiпсоїда) на одному малюнку.

(%i8) load(draw)$
(%i9) draw3d(xaxis=true,yaxis=true,zaxis=true,

label(["X",1.5,0,0]),label(["Y",0,2.5,0]),label(["Z",0,0,4]),
xtics=false,ytics=false,ztics=false,
xtics_axis=true,ytics_axis=true,xyplane=0,axis_3d=false,
xaxis_width=2,xaxis_color=forest-green,xaxis_type=solid,
yaxis_width=2,yaxis_color=forest-green,yaxis_type=solid,
zaxis_width=2,zaxis_color=forest-green,zaxis_type=solid,
xu_grid=50,yv_grid=50,surface_hide=false,color=orange,
explicit(-(3*sqrt(-y^2-4*x^2+4))/2,x,-1,1,y,-2,2),
explicit((3*sqrt(-y^2-4*x^2+4))/2,x,-1,1,y,-2,2),
xrange=[-1.5,1.5],yrange=[-2.5,2.5],zrange=[-3.5,3.5]); �

X

Y

Z

Рис. 3.3.12.
На рис. 3.3.12, як i на рис. 3.3.11, помiтно зайву частину побудованої

поверхнi, яка лежить на площинi XOY . Вона з’являється тому, що за
командою draw3d (як i за командою plot3d) замiсть кожної функцiї f
розглядається її дiйсна частина Re f .

3.3.7. Завдання для виконання за допомогою комп’ютера.
1. Зобразити просторову фiгуру Φ та елементарний паралелепiпед

P ⊃ Φ; утворити розбиття T фiгури Φ на елементарнi паралеле-
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пiпеди; видiлити простi фiгури Φ* та Φ* та знайти їх об’єми; до-
слiдити поведiнку об’ємiв V (Φ*) i V (Φ*), коли дрiбнiсть розбиття
T зменшується.

2. Утворити тiло обертання шляхом обертання навколо осi OX певної
узагальненої криволiнiйної трапецiї та знайти об’єм цього тiла.

3. Утворити тiло обертання шляхом обертання навколо осi OY певної
узагальненої криволiнiйної трапецiї та знайти об’єм цього тiла.
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